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PREFAZIONE

Le applicazioni de'determinanti a solenni questioni di analisi,
di geometria, e di meccanica, che da ogni parte e da pili anni si
andavano pubblicando da'dotti negli Atti delle Accademie, e nei
giornali scientifici , facevano desiderare che la parte elementare
della teorica di queste interessanti funzioni passasse nel campo
della ordinaria istituzione, affin di porre la gioventu studiosa in
istato di conoscere e seguire i progressi della Scienza.

Ne questa volta trattavasi di teoriche di lusso, o destinate sol-
tanto ad astratte ricerche ; ma sl pure di teoriche le quali, men-
tre hanno esteso il dominio della scienza, permettono di sormon-
tare delle difficolta di calcolo, e conseguire de’risultamenti, che
spesso non & lecito di raggiugnere per le vie comuni dell’Algebra.

La teorica de’ determinanti era gia scritta dall’illustre Jaconm,
e pubblicata fin dal 1841 nel tom. XXII del giornale di CRELLE
nella memoria che ha per titolo: De formatione et proprietatibus
determinantium; ma, oltrecche non ha mai esistita una pubblica-
zione a parte di questa memoria, non era quella una fonte per
giovani che cominciano appena lo studio dell’Algebra.

Un libro su questo argomento fu pubblicato in Londra nel 1851
dal sig. SPoTTISWOODE col titolo: Elementary theorems relating to
determinants; ma certamente la parte, che riguarda le dimostra-
zioni, non fu scopo precipuo dell’Autore, il quale ebbe piuttosto
in mira di offrire una raccolta di proprietd e di applicazioni dei
determinanti.

Noi quindi concepimmo da pitt tempo il disegno di una ope-
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retta intorno a tale argomento, la quale ancora servir dovesse di
richiamo per diverse nostre applicazioni; e lo scritto n'era in gran
parte abbozzato, allorché ci vedemmo prevenuti da una penna
tanto abile e competente, quant’e quella dell'illustre Brioschr;
sicche allora credemmo di smettere ogni pensiero intorno alla
pubblicazione del nostro lavoro.

I libro del Brioscai fu per la scienza un segnalato benefizio;
e la sua comparsa segna, per cosl dire, in Italia lepoca di transi-
zione dal vecchio al nuovo stile; di che & pruova non il favore col
quale fu generalmente accolto da'dotti, ma il fervore col quale fu
ricercato dalla gioventu studiosa. N& il successo ottenuto da que-
sta pubblicazione del Brioscai fu limitato all’ Italia ; poiché con
interesse eguale venne accolta in Francia ed in Germania, dove
il libro videsi immediatamente tradotto nell'idioma francese e nel
tedesco. E veramente le applicazioni scelte e svariate, con le
quali il Bioscat ha illustrate le diverse proprieta de’determinan-
ti, doveano (ci sia lecito il dirlo) sedurre e convincere anche co-
loro che, per sistema, sogliono mostrarsi avversi ad ogni novita
scientifica, che si allontani per poco da’processi ordinarii.

Tuttavoita noi non dovemmo tardare a riconoscere che l'opera
del Brioscai era scritta per giovani gid forti nella scienza; e la
teoria specialmente vi era delineata a tratti troppo larghi per es-
sere accessibile a giovani men provetti ; e quindi, unicamente
nell’ interesse di costoro, divisammo un’ altra volta di tornare al
nostro antico lavoro. Ma, mentre lo andavamo raccozzando e con-
cretando, il nostro collega, Professor ZANNOTTI, mostro vivo desi-
derio di pubblicarne la parte elementare nelle sue istituzioni di
Algebra; e perd, non avendo potuto ricusarci alle sue gentili pre-
mure, una parte di quel lavoro, informe qual’era, venne inse-
rita nel detto libro fin dal 1859. Ma quivi non erano che delle
idee gittate sulla carta, che sentimmo poi il dovere di meglio
ordinare e sviluppare, per pubblicare il lavoro completo, e sotto
un aspetto pit convenieate.

Frattanto due altre opere sulla teorica de’determinaati videro
in quel torco la luce, I'una del Dottore Riccardo BALTZER in Ger-
mania, e I'altra del benemerito Professore Giusto BELLAVITIS in
Italia; ma a noi parve che queste opere, dotte e pregevoli sotto
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ogui riguardo, non fossero ancor tali da servire, secondo i nostri
desiderii, ad una istituzione assolutamente elementare.

. Nel libro adunque, che ora presentiamo alla giovent studnosa,
non manca quasi alcuna delle proprieta piu essenziali de’determi~
nanti, avendo messo da nostro canto ogni studio per rendere le
dimostrazioni chiare,e ad un tempo rigorose e generali; il che ci
sembra in questo argomento una condizione indispensabile, es-
sendo comprovato dal fatto che la considerazione di qualche caso
particolare non induce quella convinzione ch'd I'effetto delle ri-
gide dimostrazioni. D’altra parte abbiamo quasi sempre evitato di
far dipendere queste dimostrazioni dalle forme simboliche e con~
cise, con cui soglionsi rappresentare i determinanti,poggiandole
sulla forma esplicata,con la quale generalmente or sono figurati;
ed & fuor di dubbio che allora, non solo riescono pil evidenti le
proprietd di queste interessanti funzioni, ma divengono piu abi-
tuali e familiari quelle trasformazioni che si appropriano alle
forme esplicite, e che le rendono molto piu utili delle forme con-
cise.

L’opera & divisa in due parti, la prima deslinata alla teona;
I'altra alle applicazioni. Tra queste, quelle che formano il sogget-
to de’paragrafi 11, HII, IV, V, e che riguardano il processo del
massimo comune divisore, I eliminazione tra due equazioni di
gradi qualunque, le radici multiple, ed il teorema di SturM, so-
no il risultamento di alcune memorie da noi presentate nel corso
del 1857 alla R. Accademia delle Scienze,e che non vennero pub-
blicate per gli ostacoli malaugurati,che si frapponevano alla stam-
pa de’lavori accademici. Gli argomenti poi trattati ne’ paragrafi
VI, VII, VIII, IX, e che si rapportano ai determinanti funzionalt,
alle sostituzioni lineari, alle funzioni omogenee, ed alle forme, sono
da tenersi come introduzione ad un‘altra opera, che vedra la luce
quanto prima (*), e che riguarda quelle mirabili funzioni cono-
sciute sotto i nomi di invarianti, covarianti, etc., le quali hanno
aperto un campo si vasto e sl fecondo alle speculazioni de’'geome-
tri.Un ultimo paragrafo & destinato ad applicazioni geometriche;

(*) In questo lavoro , che sarebbe stato superiore alle nostre forze , siamo
sorretti dall’opera del nostro egregio amico e_collega Professore Battaglini.
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ma in riguardo a queste abbiamo creduto di non essere molto
diffusi, sia perchd i giovani ne hanno gia copia negli Annali di
TerQUEM (*); e sia ancora perché sarad presto pubblicato in Na-
poli un giornale mensuale di matematiche, nel quale saranno fre-
quenti le applicazioni de’ determinanti alla geometria, al calcolo,
ed alla meccanica.

Ma per norma de’giovani vogliano avvertire che,in quanto alla
prima parte, tutto cid che veramente interessa una primordiale
istituzione, pud ridursi a quello che forma il soggetto de’primi
sei paragrafl, e del paragrafo nono; potendo riserbarsi il resto a
piu inoltrata istruzione. Ed in riguardo alle applicazioni, bastera
limitarsi la prima volta al primo paragrafo, nel quale & esposta
la risoluzione delle equazioni di 1° grado, ed a quella parte del-
I'ultimo paragrafo, che si rapporta alle piu semplici applicazioni
geometriche. .

Tra i limiti intanto, che ci siamo imposti, abbiamo diligente-
mente cercato tutti que’'miglioramenti che offrivano i piut recenti
lavori de’ dotti. Ed & cosl, per esempio, che ci siamo affrettati a
far conoscere una nuova dimostrazione data dall’ illustre Hesse
della proprietd sorprendente, della quale & dotato il determinante
di una funzione omogenea di n variabili (che or porta il nome di
Hessiano), di annunziare col suo identico annullamento che la pro-—
posta funzione & riducibile, mediante una trasformazione lineare
ad una funzione di meno di n variabili. E tra le proprieta delie
forme quadratiche si troverd dichiarata quella che il SYLVESTER
ha chiamato legge d inerzia e che, indipendentemente dal princi-
pio della variazione continua delle funzioni, offre il mezzo pil na-
turale per definire il numero delle radici reali di un’equazione
comprese tra due limiti assegnati.

(*) Noi non sapremmo abbastanza raccomandare quest’ opera periodica ai
giovani specialmente che fanno i primi passi nella scienza, poiché vi trovano
utilissimi esercizii in tutto il campo delle matematiche pure , ed una fonte di
nobile emulazione nelle questioni che vi si propongono a risolvere. Ed oltre
a cid le notizie dotte ed erudite e le riviste bibliografiche che presenta il bul-
lettino, li abituano assai per tempo ad apprezzare i lavori degli uomini illustri; e
li mettono in istato di seguire a gradi e senza stenti il progresso della scienza.
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Noi vogliamo qui ripeterlo un’altra volta: & solo I'interesse dei
giovani che ci ha indotti a scrivere e pubblicare il presente libro;
e facciamo voti ardentissimi che una penna piu abile possa farlo
presto dimenticare , migliorando I' esposizione delle teoriche , e
correggendo le nostre inesattezze. E, scrivendo per giovani, ab-
biamo creduto di poterci dispensare dal citare i nomi degli au-
tori, cui son dovute le proprietd de'determinanti, o che le hanno
rese pil generali, o che hanno migliorate le loro dimostrazioni,
o che ne hanno fatto importanti applicazioni. Ma d’ altra parte al
punto, in cui siamo, per I'uso ormai divenuto generale di queste
funzioni, noi crediamo che spetti alla storia il compito di porre
in evidenza cid che a ciascuno & dovuto nella creazione e nel pro-

gresso di queste importanti teorie (*).

(*) Del rimanente in quanto alla origine di siffatte teorie le prime tracce
possono ritrovarsi nei lavori di Leibnitz, di Cramer, di Pandermonde, di
Laplace, e di Bezout, relativi alla risoluzione di un sistema di equazioni
di 1° grado; e P'ultimo di questi geometri, piu di ogni altro, a noi sembra che
fosse gid in possesso di molte delle proprieth generali de’ determinanti, come
forse avremo occasione di comprovare con un’analisi, che speriamo di pubbli-
care, della sua grand’opera sulla eliminazione, che certamente anche oggi &
meritevole di una maggiore attenzione. In seguito, de’ passi pid larghi furon
fatti in queste teorie pe’lavori di Lagrange, di Gauss, di Cauchy, di Binet,
e di Jacobi innanzi tutto ; e tra i pid recenti promotori bisogna annoverare
Sylvester, Cayley, Salmon, Boole, Roberts in Inghilterra; Borchardt,
Hesse, Joachimsthal, Kummer, Eisenstein, Aronhold, Baltzer in Germania,
Hermite in Francia ; e tra g0 Italiani Brioschi, Betéi, Bellavitis, Tortolini,
Genocchi, Mainardi, Fad di Bruno, Cremona, Padula, Battaglini,
Rubino, Sannia, e Janni.
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AVVERTENLZE.

Nella pag. 15 alla 4* linea, in luogo di a,_,, leggi, a, .. Ed
alla 14* linea, ne’due primi determinanti del secondo membro
alla terza orizzontale, in luogo di y, leggi, y'.

Nella pag. 29, al posto del primo elemento della seconda ori-
zontale del determinante (%) in luogo di 1, leggi, 2. E nel posto. -
del secondo elemento principale del determinante (5) in luogo
di —1, leggi, —2.

Nella pag. 38, alla 9* linea, agli ultimi due versi, che compio-
no il periodo, si sostituisca come segue « ma a patto ancora che
le diverse combinazioni che cominciano con uno stesso numero
siano scritte in guisa che i secondi, terzi numeri, etc. si trovino
sempre disposti in ordine crescente »

Nella pag.48, allapenultima linea invece di n° 89, leggi, n° 60.

Nella pag.78, in fine del n® 98 si aggiunga « E perd chiaro che

per gli elementi principali si ha semplicemente d_i!;, = A,

Nella pag. 160, avanti la nota, al primo V, si sostituisca X,.

Nella pag. 207, alla linea 9%, ov’ & detto, elementi del deter-
minante della sostituzione, leggi, elementi della ™ verticale
del determinante della sostituzione.

Nella pag. 216, alla 6* linea, invece di (10) leggi, (13). Ed alla
linea 8%, nel posto del primo elemento del determinante, invece
di A,,, leggi, A,,.

Nella pag. 221, a pié di pagina, nel posto del primo elemento

del determinante a sinistra, in luogo del 0, leggi, n_;i_l %; e nel
secondo membro invece di z,zx, , leggi , =, -

. . . (m—1)* . v
Nellapag.264, alla linea 14*,in luogo f‘ll - , leggt, '(E:l—)‘
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INVERSIONI NELLE PERMUTAZIONI.

1. Tra le permutazioni di pil elementi letterali o numerici
chiamiamo permutazione principale quella in cui gli elementi si
succedono in ordine diretto, vale a dire in ordine alfabetico, se si
‘tratta di lettere; ed in ordine crescente, se si tratta di numeri;
e diremo permutazione inversa quella in cui gli elementi seguono
un ordine precisamente opposto.

2, Due elementi di una permutazione, contigui o no, si dice
che formano inversione, quando non seguono l'ordine diretto; per-
cid non vi sono inversioni nella permutazione principale; ma ogni
altra ne ha un certo numero, il quale si calcola paragonando ogni
elemento, a cominciare dal primo, con ciascuno de’ seguenti; cosl
nella permutazione di cinque elementi ehdgb si trovano sette in-
versioni, due dovute ad e, tre ad &, una a d, ed una a g.

Nella permutazione inversa ogni elemento fa inversione con cia-
scuno dei seguenti; e percid, se n sono gli elementi, il numero
delle inversioni sard espresso da

(n—1)+(n—2)+(n—3) + - +2+1=%n (n—1).

3. Gli elementi a cui si rapporta un sistema di permutazioni let-
terali o numeriche si supporranno distinti da un numero di ordine,
p3
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il quale per eiascuno & quello del posto ch'esso occupa nella permu-
tazione principale; e cid a prescindere dal suo numero di ordine
naturale, con che intendiamo quello del posto ch’esso occupa o
nella serie alfabetica a, b, ¢, d, ..., o nella progressione naturale
1,2, 3, 4, ... Ora & manifesto che il numero delle inversioni di
qualunque permutazione & lo stesso di quello delle inversioni del-
la permutazione che si ottiene cambiandovi ogni elemento, o nel
suo numero di ordine naturale, o nel suo numero di ordine relati-
vo alla permutazione principale; ed & cosi per esempio, che tanto
¢ contare le inversioni nella permutazione e d gb, quanto & con-
tarle nella permutazione (5, 8, 4,7, 2) formata, mutando ogni let-
tera nel suo numero di ordine naturale, o nell'altra (3, 5,2, 4,1)
che si ottiene cambiando ogni lettera nel suo numero di ordine
relativo alla permutazione principale bdegh.

4. S’indichi con P la permutazione principale di piu elementi;
con A una permutazione formata da P portandovi in primo luogo,
ed in ordine diretto m elementi qualunque,per esempio quelli defi-
niti da’'numeri di ordine crescentir,, r,, .., r;, .., m; € s’ indi=
chi con ¢ il numero delle inversioni di A: inversioni dovute unica-
mente ai suoi primi m elementi.Ora siccome I'elemento i™ di A si
conta come r;m nella permutazione principale P, & chiaro che in A
esso puo fare inversione solo con gli elementi da’quali & precedu~
to in P, e che sono r;—1, esclusi tra essi quelli che lo precedono
in A, e che sono i —1. Dunque le inversioni di A,dovute soltanto
al suo "o elemento, sarapno. r—1— (i—1), ossia r;—1; e per-
¢io il primo ne da r,—1; il secondo r, —2; il terzo r,— 3; e cosi
di seguito; in guisa che si avra

e=(r,—1) + (r,—2) + -+ (P M)==T,+ 1+ T'm

——;—m (m~+1).
5. Supponendo che una permutazione qualunque A sia spezzata
in due parti a piacere, che indichiamo con B e con C, I'una for-
mata con i primi m elementi, I'altra con i rimanenti, siano «, 3, y
le inversioni di A, B, C rispettivamente. Dopo cid, se dinotiamo
con s il numero delle inversioni che ogni elemento della prima
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parte B fa con tutti gli elementi della seconda parle G, si avra evi-
dentemente :

a=f-4y+=s

Ora se si da un ordine diverso agli elementi di B e C, potranno
variare i numeri 8 e v, e quindi anche «; ma ¢ resterd immutato,
e sard determinato conoscendosi i numeri di ordine degli elementi
di B, relativi alla permutazione principale di tulti gli elementi.
Ser,, ry,--r, sono questi numeri di ordine, il valore di ¢ sara
quello che risulta dalla formola di poc’ anzi; vale a dire si ha

=r +r,+ - +r,,.—-—;-m (m—+1).

6. Le permutazioni di pill elementi saranno distribuite in due
classi; comprendiamo nella prima quelle che hanno un numero
part di inversioni, e nella seconda quelle che ne hanno un numero
- impari, ’

7. Segue da questa convenzione che una permutazione muta di
classe, se vi si scambiano due elementi contigui, perche con cid
essa o acquista o perde una inversione. Quindi, se un elemento
di una permutazione si trasporti dopo quello che lo segue, o a
dritta,o a sinistra, si ha una permutazione di classe diversa; dopo
due si torna alla classe primitiva; dopo tre si riproduce I altra
classe; e cosi di seguito alternativamente. E percio:

Se un elemento di una permutazione si trasporti dopo r elementi
o a drilla o a sinistra, la nuova permulazione apparterra alla clas-
se della prima, o all'altra classe, secondoché r ¢ pari o impari.

8. Una permutazione in cui debbano tenersi in veduta due ele-
menti qualunque, come k e ¢, pud rappresentarsi con

AkBgC, (1)

dove A figura il gruppo di tutti gli elementi che precedono k; B
quello degli elementi interposti tra k e ¢, e che ora supporremo
essere al numero di r; e C finalmente il gruppo di tutti gli ele-
menti che si trovano dopo ¢. Se in questa permutazione si cam-
bia k in ¢, e viceversa ¢ in &, si ha I'altra permutazione

AgBEkC, )
la quale differisce dalla prima unicamente per lo scambio tra i duc
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elementi ke ¢, tra i q.uali s’interpongono ¢ elementi. Posto cid,
se nella permutazione (1) si trasporti I'elemento & innanzi ¢, e se
nella (2) si trasporti g dopo k, nell'un caso, e nell’altro si ha sem-
pre la stessa permutazione

ABkgqC,

la quale adunque risulta dalla (1) per lo trasporto di un elemen-
to dopo r elementi, e dalla (2) per lo trasporto di un elemento
dopo r+1 elementi. Quindi, se la classe di quest’ultima permu-
tazione & la stessa di quella della (1), sara poi diversa dalla classe
della (2), o reciprocamente; sicché in ogni caso le permutazioni
(1) e (2) appartengono a classi diverse, e si ha il seguente teorema:

Due permutazioni,le quali differiscono solo per lo scambio vicen-
devole tra due elementi appartengono a classi diverse.

9. Date due permutazioni appartenenti ad uno stesso sistema
di elementi si comprende ch’¢ sempre lecito di supporre che I'una
sia dedotta dall' altra mediante un certo numero di scambii suc-
cessivamente operati tra i suoi elementi a due a due, perché cio
riducesi a fare in guisa che per via di tali scambii gli elementi
dell'una prendano finalmente la stessa disposizione che hanno nel-
l'altra. Questo passaggio da una permutazione ad un’ altra pud re-
golarsi in varii modi, e quindi il numero degli scambii pud can-
giare secondo la via che si segue; ma tenendo-presente che ogni
scambio fa cangiar di classe, possiamo conchiudere, che:

Due permutazioni formate con t medesimi elementi appariengono
ad una stessa classe, o a classe diversa, secondoché ¢ pari o impari
il numero degli scambii ch’é necessario di operare successivamente
tra gli elementi a due a due per dedurre 'una dall'alira.

10. Si sa che il numero delle permutazioni di n elementi
ascende ad 1><2><3>< -+ ><n; e perd questo numero, salvo il caso
eccezionale di n—1, & sempre pari. Osserviamo intanto che le per-
mutazioni di n elementi possono dedursi da quelle di n—1 ele-
menti, aggiungendo in fine di ciascuna di queste I'elemento nmo,
e poi supponendo che I'elemento aggiunto avvanzi di un posto per
volta verso sinistra fino a prendere il primo posto. Cid premes-
8o siano A, e B, due permutazioni di n elementi formate con ag-
giungere in ultimo luogo I'elcmento n™° a due permutazioni di
n—1 elementi appartenenti a classi diverse; cosi anche le per-
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mutazioni A, e B, saranno di diversa classe; e perd se dinotiamo
con A_, A,,.., A, le permutazioni che risultano da A,, facendo
avvanzare di un posto per volta verso sinistra I'ultimo elemento,
finche pervenga ad occupare il primo posto; e con B,, B,,.., B,
quelle che nella stessa maniera risultano da B,, avverra che le
permutazioni comprese nella serie

AL ALA L, . A,
saranno di classe diversa da quelle delle corrispondenti permuta-
zioni dell’altra serie
Bl’ Bﬂ’ B,,o ooy B“;
vale a dire di tutte le 2n permutazioni provvenienti nel modo in-
dicato da due permutazioni di n—1 elementi, che siano di classe
diversa, una meta appartiene ad una classe, ed una meta all'altra
classe. Ora supponendo che si tratti di formare le permutazioni
di un sistema di elementi letterali a,b,c,d, ..., cominceremo da
quelle di due elementi,come a, b, ed avremo le due permutazioni
’ ab, ba,
le quali appartengono a classi diverse. Indi con la introduzione di
un terzo elemento ¢, seguendo il metodo prescritto, avremo le per-
mutazioni di tre elementi
abc, ach, cab; bac, bea, cba,

le quali ancora a due a due saranno di classi diverse. Ma quindi
& palese che anche quelle di quattro elementi debbono essere a
due a due di diversa classe; e perd & manifesto in generale, che:

Nel sistema completo delle permutaziont di qualsivoglia numero
di elementi una meta appartiene ad una classe, ed una meta all'al-
tra classe.

§ I

NOZIONI INTORNO ALLE MATRICI.

11. Date piu serie di ugual numero di termini, se occorra di
considerare anche le serie che si formerebbero con i loro termini
di ugual posto, come tutt'i primi, tutt’i secondi, etc.: possono ad
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un tempo aversi sott’'occhio i due sistemi di serie, senza ripeterne
la scrittura, disponendo le serie date in linee orizzontali, ma in
guisa che i termini di ugual posto siano verticalmente allineati.
Per accennare a siffatta disposizione si usa di chiudere il sistema
delle serie date fra due tratti rettilinei, come nel seguente esempio

a b c d e
g hij

1
El mn p ™)
gr st u

Questi quadri prendono il nome di matrici; i termini delle serie
diconsi allora elementi della matrice; e quelli che vi sono orizzon-
talmente, o verticalmente allineati, si dice che formano una linea,
la quale poi si distingue in orizzontale, e verticale. Tanto le oriz-
zontali che le verticali si contano per numeri di ordine1,2,3,...;
quelle dall’alto in basso, queste da sinistra a dritta.

12. Siccome ogni elemento appartiene ad una orizzontale e ad
una verticale, ne segue che per individuare un elemento della ma-
trice basta assegnare il numero di ordine della sua orizzontale, e
quello della sua verticale.Quindi per rappresentare di una manie-
ra generale 'elemento che appartiene alla rma orizzontale ed alla
sma verticale suole adoperarsi il simbolo (r,s), ed i due numeri r
ed s diconsi ancora indici dell’elemento, 'uno indice di orizzontale,
Ialtro indice di verticale, o semplicemente primo e secondo indice.
Cosi nella matrice (1) si ha per esempio

a=(1,1) , b=(1,2) , c=(1,3) , d=(1,4) , e=(1,b)
=2,1) , ¢=2,2), =(2,3) , i=(2,4) , j=(2,5)

efc. etc. etc. etc. etc.

13. Parlando in seguito di prodotti di due o piu elementi di una
matrice intendiamo espressamente che questi elementi debbano ap-
partenere ad orizzontali diverse e verticali diverse; di modo che,
se ogni elemento che figura come fattore di un tal prodotto, & rap-
presentato col simbolo or ora descritto, dovranno essere tra loro
diversi tanto i primi indici, quanto i secondi. Cid premesso sup-
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poniamo un prodotto di m elementi simbolicamente espresso da

' (res8) (TasSa) (T35 83) (Tes8) o+ (Tms Sm)s 2

risulta dalle convenzioni di poc’anzi che la serie dei primi indici
oy Tas*y 'y @ formata da’numeri di ordine delle orizzontali, alle’
quali appartengono glim fattori; mentre laserie de’secondi indici
Sy Sgy + + 9 S & formata da’ numeri di ordine delle corrispondenti
verticali. Ora queste due serie numeriche noi le diremo permuta-
zioni del prodotto, I'una permutazione di orizzontali, I'altra per-
mutazione di verticali; e le loro inversioni si diranno ancora in-
versioni del prodotto.

Osserviamo intanto che, se si cambia 'ordine de fattori, cam-
biano pure le due permutazioni del prodotto,ma dimostreremo (ed
¢ quanto interessa) che, qualunque sia I'ordine dei fattori, le due
permutazioni sono o sempre di una stessa classe, o sempre di clas-
se diversa. In fatti dando un altro ordine ai fattori del prodot-
to (2), come per esempio

(Pas ) (Tas 85) (e 8) (T4a8) ¢ o o (Trmo ) » )]

possiamo supporre che dalla forma (2) si passi alla (3), mediante
un certo numero di scambii successivamente operati tra i primi

. indici a due a due (n.° 9); ma siccome altrettanti scambii si ope-
rano contemporaneamente tra i secondi indici, ne risulta che le
due permutazioni sono o sempre di una stessa classe, o sempre
di classe diversa; e percio:

Se st moltiplicano tra loro pin elementi di una matrice prest in
orizzontali diverse, e verticali diverse, qualunque sia Uordine dei
fattori, le due permutazioni del prodotlo saranno o sempre di una
stessa classe, o sempre di classe diversa; o, in altri termini, &l nu-
mero totale delle inversioni delle due permutazioni é o sempre pari,
o sempre dispari.

14%. 11 prodotto di piu elementi di una matrice si dirad algebri-
co ove si riguardi come affetto dal + o dal —, secondoché le due
corrispondenti permutazioni sono della stessa classe o di classe
diversa; o con altre parole, secondoché il numero totale delle loro
inversioni ¢ pari o impari. Cosi nella matrice (1) il prodotto p sb,:
considerato come algebrico, comporta il —, perché. traducendolo
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nella forma simbolica (3, B) (%,3) (1,2) si trovano due inversioni
nella permutazione de’ primi indici, e tre in quella de’ secondi.
Si vedrebbe similmente che al prodotto p k ¢ d compete il +, per-
ché tradotto in (3,5) (2, 3)-(4,1) (1, &) si_contano quattro inver-
sioni nei primi indici, ed altrettante nei secondi. Del resto que-
sto segno pud sempre farsi dipendere da una sola delle due per-
mutazioni, perché essendo arbitrario 'ordine de’fattori, 'una di
esse pud ridursi in ogni caso ad essere una permutazione princi-
pale; ed & poi chiaro che disponendo questi fattori, seguendo I'or-
dine delle orizzontali, diverra principale la permutazione dei pri-
mi indici; e disponendoli invece seguendo l'ordine delle vertica-
li, lo diverrebbe quella de'secondi indici.

_ In generale, chiamando « il numero totale delle inversioni dx
un prodotto di piu elementi di una matrice, il segno che gli com-
pete,come algebrico,sara quello che risulta dal simbolo (—1)*, ov’¢
poi lecito di aggiungere, o togliere all'esponente qualunque nu-
mero pari.

18. La determinazione delsegno di cui & discorso pud grande-
mente essere agevolata adottando opportune notazioni per gli ele-
menti, come sono le seguenti

a b oc,d, . I, Gry Grg Gyy Gy o G0
a, b, cod, . 1 Qgx Ggq Qus oy . Gy
abye,d, . L (%, |a,,a,,0a,a,.a,|05)

am bm cm dﬂ * lm am,x am.‘ am,a am,t ° am.n

Nella (4) si suppone che le lettere in ogni orizzontale siano quelle
della serie continua alfabetica a,b,¢,d,.. ., |; e che gl'indici in
ogni verticale formino la progressione naturale1,2, 3, .., m; don-
de segue che in questa notazione il simbolo di ogni elemento por-
ta con sé il suo indice di orizzontale, mentre quello di verticale
coincide col numero di ordine naturale della lettera corrispon-
dente. Quindi & manifesto che per un prodotto di elementi di que-
sta matrice la permutazione di orizzontali trovasi gia bella e for-
mata nella serie degl'indici de’suoi fattori, mentre quella di ver-
ticali si avrebbe mutando ogni lettera nel suo numero di ordine
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naturale; perd, siccome delle permutazioni non interascz.ao che Te
inversioni, risulta che possiamo dispensarci dal detto cambia-
mento,e contzare le inversioni nella stessa per.nutazione di lettere
(n.° 3). Cosl per esempio si trova immediatamente che il prodot-
to d,b,c, comporta il —, contandosi due inversioni nelle lettere,

_ e tre negl’indici.

Nella matrice (5) tutti gli elementi sono figurati da una sola
lettera, variata perd con un doppio indice, il orimo dei quali &
I'indice di orizzontale dell’elemento, e I'altro I'indice di verticale.
Cosi in questa notazione le due permutazioni di un prodotto si
hanno nelle due serie de’ primi e secondi indici di tutt'i fatto-
ri; ed in conseguenza & piu immediata la determinazione del se-
gno. Talvolta per maggior semplicitd si sopprime la lettera che
sostiene i due indici, scrivendo (r, s) invece di a,.,; ma con cid
si ritorna al sistema gia dichiarato al n.° 12.

16. In seguito, ad evitare circollocuzioni, terremo a riguardo
delle matrici alcuni modi compendiati di dire, da intendersi di
per loro stessi; ma che pure vogliamo dichiarare a scanso di equi-
voci.

I. Due, o pili linee di una matrice si diranno di ugual nome
o parallele, se sono o tutte orizzontali, o tutte verticali; e quindi
sono linee di nome diverso una orizzontale, ed una verticale.

II. In due linee dello stesso nome o di nome diverso, chia-
miamo corrispondenti gli elementi di ugual posto, come sono il
primo col primo, il secondo col secondo, etc. etc.

I11. Aggiugnere o togliere una linea da un’altra dello stesso

nome vuol dire aggiugnere o togliere tutti gli elementi dell’una,
dai corrispondenti elementi dell’altra. Moltiplicare o dividere una
linea per una dala quantita significa moltiplicare o dividere per la
quantita tutti gli elementi della linea. Cambiare il segno ad una
linea vuol dire cambiarlo a tutti gli elementi della linea; il che
poi vale moltiplicarla per — 1.
"~ IV. Diremo uguali o identiche, le linee che hanno uguali uno
ad uno gli elementi corrispondenti; e le diremo equivalenti,quan-
do possono diventare identiche moltiplicandole, o dividendole per
opportune quantitd.

Y. Chiamiamo simili le matrici che hanno uno stesso numero
: 3
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di orizzontali, ed uno stesso numere di verticali; ed in queste ma-
trici diremo linee emologhe ed elementi omologhi, quelli che vi
hanno una iwedesima situazione.

17. Le matrici che abbiamo descritte possono, in generale,
chiamarsi rellangolari; ma préndono il nome di guadrate,quando
il numero delle orizzontali & uguale a quello delle verticali; e que-
sto numero allora dicesi grado della matrice. Quindi una matrice
quadrata di grado n contiene ®" elementi.

Nelle matrici quadrate due linee di nome diverso designate da
uno stesso numero di ordine dicensi conjugate; e quindi sono
conjugate la prima orizzontale, e la prima verticale; la seconda
orizzontale e la seconda verticale, etc. In due linee conjugate gli
elementi corrispondenti, cioé¢ di ugual posto, diconsi ancora conju-
gati; e percid il primo elemento dell'una & conjugato al primo ele-
mento dell'altra; il secondo conjugato al secondo; il terzo al ter-
20 etc. L’elemento cemune a due linee conjugate & il conjugato di
s¢ stesso, e chiamasi elemento principale. E evidente che nella
matrice quadrata '

al,l al,. a‘l,. M al,ﬂ

Gy Qgq Qg « Ggyp
Ay, Gy3q Q55 - Gy

an,'x an,n Ap,s - (LY

un elemento qualunque a,, ha per conjugato I'clemento a,,; ed
ay., € il principale »™° elemento, di talché a, ,, a,,, a,,,+., 8,4
sone i saccessivi principali elementi.

Si chiamano simmetriche le matrici quadrate nelle quadi ogni
linea & identica alla sua conjugata; o ch’¢ lo stesso, nelle quali
agni elemento € uguale al suo conjugato.Cosl per esempio & sim-
metrica la matrice di 3° grado

a b c;
b d e
c e [
na in generale ¢ thiaro che pud tenersi come simietrica la ma-
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trice di grade n, seritta pocanai, quamdo i suoi elemeuti verifi-
chino la condizione

Ay, — ayy

la quale deve sussistere dando a ciascuno deglindici r ed s tutl’i
valori 1, 2, 3,.., n.

Neila matrice quadrata si considerano ancora ¥ due sistemi di
elementi che vi si trovano allineati secondo le due diagonati;e pe
rd si dice che ciascuno forma una. diggonale. Dt esse Vuna & co-
stituita dagli elementi principali, e chiamasi diagonale prmpa—
le; e si dird Valtea seconda diagomale.

18. Oecerrendo in seguito dii considesare: la matrice: chre st for-
merebbe con alcune orizzontali, o con alcune verticali di una da-
ta matrice, intendiamo espressamente, e lo avvertiamo una volta
per tutte,che queste linee debbono conservare nella nuova matri-
ce lo stesso ordine di successione che hanno nella matrice primi-
tiva; di modo che la matrice nuova dev'essere cid che diviene la
primitiva: sopprimendone tutte le altre lnee che di- quella. mon
debbono far parte.

Cid premesso, data una matrice rettangolare di m orizzontali
ed n verticali, e supposto m < n, possiamo dedurne un sistema
di matricii quadrate, combinando ad m- ad m le sue verticali, sal-
va sempre per ogni combinazione di verticali la condizione or'ora
preseritta:in qunanto all'ordine con cut debbono succedersi nella
corrispendente matrice ;. e se 8'indica con w il numero di: queste
matrici guadrate, sara

_B(n=—t) (D) . . . (—mmt-1)
1<2>¢3>¢ . v o > :

Supposta per esempic la.matrice di tve orizzontali e quattro ver-
ticali

a, b oc; d
a, b, c, d,
a, b, ¢ dl
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combinando le verticali a tre a tre si hanno le quattro matrici di
3¢ grado

a, bye,) , |a, 0, d) , |a; ¢, 4y , b, ¢, d,
a, b, c, a, b, d, a, ¢, d, b, ¢, dg
a, b, c, a, b, d, a, c, d, b, ¢, d|

in ciascuna delle quali le verticali, secondo la condizione impo-
sta, si succedono con l'ordine istesso che hanno nel'a matrice
originaria.

Se si fosse supposto m > n, vale a dire, se nella mactrice pri«
mitiva il numerp delle orizzontali fosse maggiore del numero del-
le verticali, converrebbe combinare invece le orizzonteli ad n ad
n per dedurne un sistema di matrici qua’rete di grado n.

§. 1L

PRIME NOZIONI INTORNO Al DTYZEMINANTI
ED Al DETERMINANTI MINORI E CUMTLIMENTALIL.

19. Chiamasi determinante la somma elgchuica citutt’i prodotti
che possono otterersi moltiplicando ad n &d n ¢! clementi di una
matrice quadrata di grado n presi ia orizzorfali diverse e verti-
cali diverse, e dando ad ogni prodoti» il + o i! —, secondoché
le due corrispondenti perirutaziori di orizzo-i:li e di verticali
sono-di una stessa cle:se, o di clz:"= ¢.vewi-; o in aliri termin,
secondoech® il numero totale delle lovo irversioni & pari. o fiapi~
ri. Ordinariamente il determinaute si rappreserta con la stessa.
sua matrice; ed allora gli elementi, le lize2, il grado etc: Jel'a
matrice diconsi elementi, linee, grado, etc. del deter~inar ~, il
quale ancora dicesi simmelrico, se simmeti.c .. & lz gua natrioo.

20. Applicando la definizione allosviluppo deldeter—inzan.e di
grado n ‘

al,x ax,n al,: * al,u ‘
a’l,! al,l al,. ¢ ala”
P=la,, 6,, Gy + G4y

. . LR ) .

a",l aﬁ,l aﬂ,l * aﬂ,ﬂ
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¢ chiaro che ogni termine di P & un prodotto di n elementi, dove
tanto i primi, quanto i secondi indici formano una permutazione
de’numeri 1,2,3,.., n, e che prende il + o il —secondoché & pari,
o impari il numero totale delle inversioni nelle due permutazio-
ni. Tra i termini del determinante merita di esser distinto quello
che risulta dal prodotto degli elementi principali, ciod

al,l al.l al,. s aﬂ,ﬂ’

Questo termine, che dicesi principale, e che prende sempre il se-
gno -+, perche le due permutazioni sono identiche,pud tenersi co-
me tipo generatore di tutti gli altri,i quali possono daesso dedursi
o permutando i primi indici in tutt’i modi,tenendo fermi i secon-
di; o invece permutando i secondi, fermi restando i primi, ed il
segno di un termine qualunque dipenderd solo dalle inversioni
degl'indici permutati. E poi manifesto che i termini del determi-
nante sono 1><2><3>< ++ ><n, meta col +, metd col — (n.° 10).

1l determinante P suole anche indicarsi col simbolo pill corciso

20y, Qag s - - Opn

ov'¢ in veduta il solo termine principale; mentre il = ed il dop-
Ppio segno -+ accennano la somma algebrica di tutt’i termini che
si deducono nel modo indicato, e con la regcla gid data in quan-
to a’segni. _

21. Se nel determinante P si cambiano le orizzontali in verti-
celi, o viceversa, e con l'ordine rmedesimo di successione, si ha
I'altro determinante

gy Oy Gy; « Gy,
Qya g Ggg - Gy g
al,l a’,. a.,. . aﬂ,.

al.ﬂ al,ﬂ al,ﬂ ° al,ﬂ

il quale perd non & diverso da P, perche il suo sviluppo pud otte-
nersi in modo affatto identico per mezzo del termine principale,
ch’ & lo stesso. Da cid risulta che i determinanti non sono punto
alterati con tal cangiamento.
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22. Considerando ancora lo sviluppo- del determinante

a b e .1
rag by ¢, .
a, b, c, . 1

"

a’ bﬂ,cl * lﬂ -

si vede che ogni suo termine & un prodotto di n elementi con let-
tere ed indici diversi, che prende il + o il — secondoché & pari:
o impari il numero delle inversioni nelle une e negli altri (n°15).
Ma anche questo sviluppo pud dedursi dal termine principale
a, b, c,..1,, permutando o solo le lettere, o solo gl'indici; ed i
segni dipenderanno o solo dalle inversioni nelle lettere, o solo da
quelle negl'indici. E perd il determinante pud dinotarsi col sim-
bolo gia dichiarato

t+a,b.ec,..1,.
23. Soggiungiemo alcuni: esempii di sviluppi di: determinanti.

I Gy Gy =04, Oy s 0y,4 s

a’l.x-at,»i‘—— Ay Qg
al,l a’;‘ a!;. al,’

a, b.J—la,a,}—=:+ a,b,—a,b,—ab,
a, bl _]bl bsl—- '

a, b, c=la, a, a,=:+ab,c,=ab,c,—acb,+c,ab,—b.a.c,
a b, c,| b b, b,

a,b,c,| le, ¢, ¢

+bxcnaa_c:baas

Vedremo tra poco che i determinanti possono essere sviluppati
con metodi molto pil semplici e rapidi; ma per ora-osserveremo,
e giova di tenerlo presente, che: un determinante di 2° grado
equivale al prodotto dei due elementi principali- diminuito del pro-.
dotlo degli altri due.
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2%. 1l prodotto di tutti gli elementi della seconda diagonale &
“anch’esso un termine del determinante. Nel determinante P que-
sti elementi, disposti secondo le orizzontali, formano la serie
OyimsOon 190y ngsesslny g Uy rdove i primiindici procedono

in ordine diretto, ed i secondi in-ordine inverso; e percid il se-
gno che compete al detto termine & quello ehe risulta dal simbo-
lo (—1) 3™ (n.° 2).

25. Se da un determinante si sopprimono delle orizzontali ed
altrettante verticali, le linee che restano fermano un altro determi-
nante che dicesi minore in riguardo al primitivo; e due minori di
uno stesso primitivo diconsi complementali, o 'uno complemento
dell’altro, se ciascuno risulta dal primitivo sepprimendone le oriz-
zontali e le verticali, le quali concorrono alla formazione -dell’al-
tro. Cosl per esempio in riguardo al ‘determinante primitivo
di 4° grado

i due minori di 2° grado

b, d,
b, d,

’ ax C,

a, ¢,

sono I'uno complemento dell'altro,ed & poi chiaro in generale che
la somma -de’gradi di due minori complementali ¢ uguale al gra-
do del primitivo.

26. Bisogna osservare che un determinante minere di grado m
pud riguardarsi come un determinante comune ad una matrice
di m orizzontali del primitivo, e ad un'altra di m verticali; ed il
suo complemento & pure un determinante comune ala matrice
delle rimanenti orizzontali del primitivo, ed a quella delle rima-
nenti verticali. Laonde, se dinotitamo con H un minore di grado m
del determinante P, comune alle due matrici di orizzonlali e di
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verticali designate rispettivamente da’ numeri di ordine
Tas TarTareerTy €0 8,,8,,8,,..,84,
procedenti e gli uni e gli altri in ordine diretto, sara
O oy Or,y0y © Ory o
Oryrry Oraven * Orarem

a!'nvl‘ a"”"l. M a"”,a'.

In questo determinante minore i primi indici in ogni verticale
riproducono la serie r;, 7'4,.., ', €d i secondi in ogni orizzontale
riproducono I’ altra serie 8;, Sy, < + 5 Spp- E poi manifesto che nel
complemento di un tal minore i primi indici in ogni verticale sa-
sbbero i numeri che restano della sevie 1,2, 3, .., n, esclusi
¥, Tas -+ s T ed i sccondi indici in ogni orizzontale sarebbero
i cumeri che restano della stessa serie, esclusi s,, s,, . ., 5,
27. Considerando lo sviluppo del minore H & chiaro, che ogni
suo tarmine & un prodotto di m elementi dove i primi indici for-
mano una permutazione de’numeri r,, r,,.., r,,, ed i secondi
una permutazione de’numeri s,, s,, .., $,; ed il completo si-
stema de’ termini puo dedursi dal termine principale

aft,t| a".,l, a";y‘; ° afm;lm

permutando in tutti i modi o solo i primi indici, o solo i secon-
di. Per assegnare i segni converrebbe formare per ogni termine
le due corrispondenti permutazioni di orizzontali e di verticali
(n.° 19); ma possiamo ancora dispensarcene, e contare invece le
inversioni nelle stesse permutazioni de’primi e secondi indici
(n.° 3); da che risulta in fine che i minori del primitivo P si svi-
luppano esattamente con le stesse norme del primitivo; e posso-
no generalmente rappresentarsi con

2:|:q,. ) 8y a"nv‘na'tv'l ° a"m"ﬂ
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28. Due determinanti minori di uno stesso primitivo diconsi
conjugati, quando le orizzontali e le verticali,le quali concorrono
alla formazione delf’ uno, sono inversamente definite da'medesimi
numeri di ordine delle verticali e delle orizzontali,le quali concor-
rono alla formazione dell’ altro.

Se i numeri di ordine delle orizzontali, le quali concorrono
a formare un determinante minore, sono gli stessi di quelli delle
verticali, questo minore & il conjugato di s¢ stesso, e chiamasi
minoré principale. Dunque le orizzontali e verticali del primiti-
vo, le quali concorrono a formare un determinante minore prin-
cipale, sono a coppia conjugate (n° 17); donde segue che i suoi
principali elementi son tali ancora nel primitivo; ed il suo com-
. plemento & anch’esso un determinante minore principale.
~ 29. Chiamiamo caratteristica di un determinante minore la
somma de’ numeri di ordine di tutte le orizzontali e verticali del
primitivo, le quali concorrono a formarlo; cosi dinotando con x
la caratteristica del minore H considerato nel n.° 26 sara

e LT S IETEY S SN 2

Ora se ¢’indica con « la caratteristica del complemento dl H si
ha evidentemente

x4x'=2 (1+2+.. +n);

e ne risulta, che:le caratteristiche di due minori complementali so-
no o pari ad un tempo, o dispari ad un tempo. '

E chiaro che la caratteristica di qualunque minore del primi-
tivo P & sempre uguale alla somma di tutti gI'indici di ogni ter-
mine dello stesso minore; ma nel calcolarla giovera far capo dal
termine principale. La caratteristica di un elemento a,,, & la som-
ma degl’indici r ed s.

30. I complementi dei determinanti minori saranno distinti in
algebrici ed ordirarii. E algebrico il complemento se si riguarda
come affetto dal + o dal —, secondoche ¢ pari o impari la sua
caratteristica, o quella dello stesso minore; ed & ordinario quan-
do si prescinde da questo segnp; ma in tal caso I'aggiunto di or-
dmano sara quasi sempre omesso.

Quindi, se H dinoti un determinante minore qualunque, K il
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suo complemento ordinario, e x la caratteristica sia dell’ uno, sia
dell'altro, il complemento algebrico di H sara espresso da (—1)*K;
e viceversa quello di K lo sard da (—1)*H. Si comprende dopo
cid esser lecito di accrescere o diminuire la caratteristica di qua-
lunque numero pari, ed anche ridurla, a seconda de’casi, a zero
o ad uno.

31. Intorno ai complementi algebrici sono osservabili i seguenti
casi particolari :

1. Il complemento algebrico di un elemento prende il 4+ o
il — secondoché & pari o impari la somma de’ numeri di ordine
delle due linee che passano per I’ elemento.

11. I complementi algebrici de’successivi elementi di una
stessa linea prendono alternativamente il + ed il —; a comin-
ciare dal 4, se il numero di ordine della linea & impari; dal —,
se pari.

I11. 11 complemento algebrico di un elemento principale, o
di un determinante minore principale prende sempre il segno +-.

1V. I complementi algebrici di due elementi conjugati, o di
due determinanti minori conjugati,prendono sempre segni simili.

32, Passeremo ora ad esporre una proprietd de’minori com-
plementali, che pud tenersi come il fondamento della teoria dei
determipanti. Sia H, come al numero 26, un determinante mi-
nore di grado m del primitivo P, e K il suo complemento, che
sard di grado n—m. Tenendo presente la legge, che regola lo svi-
luppo de’minori del primitivo P, & palese che, se si moltiplicano
tra loro gli sviluppi de’complementali H e K, ogni termine del
prodotto HK, astrazion fatta dal segno,¢ un termine di P, perchd
formato di n elementi, ne’quali tanto i primi quanto i secondi
indici formano permutazioni de'numeri 1, 2, 3, .., n. In conse- -
guenza, se si dinotano con & e k due termini qualunque di H e K,
affetti da’segni rispettivi, chiamando ¢ il numero totale delle in-
versioni che i primi e secondi indici di k fanno rispettivamente
co’ primi e secondi indici di k, I'espressione (—1)*hk sard un
termine di P, col segno che gli compete; ma si ha (n.° §)

I==F Tyt ot T 8,8t ot - Sp— (M1 ) =reemt (m-i-l);

adunque, essendo pari il numero m (m+1), questa espressione si
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" muta in (—1)*hk; e ne segue che per cangiare i termini del
prodotto HK in termini del determinante primitivo P, basta
moltiplicarli per (—1)*. Quindi risulta che la stessa espressione
(—1)*HK ¢& una parte del primitivo; e si ha percid la seguente
proposizione :

Il prodotto di due minori complementali, preso col +-, o col —,
secondoché é pari o impari la caratteristica dell’ uno o dell’ altro, ¢
una parte del primitivo, Ovvero: Il prodotio di un determinants
minore pel fuo complemento algebrico é una parte del primitivo.

33. Se uno de'minori si riduce ad un elemento, il teorema e-

"quivale a dire,che: Il prodotio di un elemento pel suo complemento,
preso col + o col —, secondoché & pari, o impari la caratteristica
dell’elemento, é una parte del determinante primitivo.Ovvero: Il pro-
dotto di un elemento di un determinante pel suo complemento algc-
brico & una parte dello stesso determinante.

34. 11 complemento di un determinante minore pud anche dirsi
complemento di qualunque termine dello stesso minore, poiché
in effetti risulta dal primitivo sopprimendone le linee che passa-
no pe’ fattori del termine. Pili generalmente pud dirsi che un pro-
dotto di m elementi del primitivo ha per complemento il minore
che ne risulta sopprimendone le orizzontali e verticali che passa-
no pe’fattori; e per caratteristica la somma de’loro numeri di
ordine; ed allora per la dimostrazione del teorema precedente é
manifesto, che : -

Se si moltiplica il prodotto algebrico di m elementi di un determi-
nante pel suo complemento algebrico si ha una parte del determi-
nante primitivo. '

s IV,

PROPRIETA GENERALI DE’DETERMINANTI.

35. Se gli elementi di una linea di un determinante di gradon
si moltiplicano pe’ rispettivi complementi algebrici, si oftengono
n parti del primitivo (n° 33) tra loro diverse; e poiche i termini
di ciascuna sono 1><2><3>< +» >(n—1); cosl le n parti ne danno
in tutto 1><2><3>< -+ ><n, quanti sono i termini del primitivo; il
quale percid & uguale alla loro somma. Quindi:
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Ogni determinante equivale alla somma de’prodotti di tutli gli ele~
menli di una linea pe’ rispettivi complementi algebrici.

-0, in altri termini :

Ogni determinante equivale alla somma algebrica de’ prodottz di
tutti gli elementi di una linea pe’ rispettivi complementi, presi alter-
nativamente col - e col—; a cominciare dal 4+, se # numero di
ordine della linea & impari; dal — se pari.

36. Questo teorema permette di sviluppare i determinantiinun
modo assai piu rapido di quello che risulta dalla definizione, poi-
<he la sua ripetuta applicazione conduce a determinanti di gradi
sempre piu bassi. Eccone degli esempii:

abdc dl==alb ¢ d|—bla’ ¢ d|+c|la" ¥ & abd e
alycdd vay uzxTy vy v x
Yy voxy v 'y w 'y woy u o
u'vlwlyl .

lw y |—ac lv y +ad'| I—ba La; y|+bc’lu y ml :"

+£a lv y —cb’Iu y|+cd’Iu l——dar: l+db’|u xl—dc'

vy
=(ab'—ba’) (y'—ya)—(ac'—ca’) (v —yv’ }--{ad —da’) (o' —zv’)
~+(be'—cb’) (uy'—yu')—(bd'—db’) (ua'—w’)+(cd’ —de’) (uv'—vu’).

F @ y|= @y —ya)—(xy "—ya")+ay —y).
i
2 —; 3=2 (4+3)+4(—2+9)+6(-—1—6)_0

6—3 2i

37. Considerando il determinante

P=la,, a,a . G4 |
.a‘;l a‘:‘ . a’;”

Apy Qe+ Gnp
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converremo, in generale, di dinotare con A, il complemento al-
gebrico dell’ elemento a, ,; ed allora il teorema precedente si tra-
durra nell’una o I' altra delle formole

P=a, A, s 08, pAs 0y 0A gyt o o = GurAyy,

P=a, IAT,!+af,IAT,I+af,IAf,I+ cotGruArg,

secondoche si applica ad ura orizzontale o ad una verticale, e
pelle quali I'indice r pud prendere tutt'i valori 1,2,3,..,n.

38. Se si trasforma un determinante scambiandovi tra loro due
linee parallele contigue,si riconosce subito che il complemento or-
dinario di uno stesso elemento appartenente ad una delle due linee
scambiate & lo stesso nel primitivo, e nel nuovo determinante; ma
¢ chiaro che, se questo complemento si riguardi come algebrico,
esso allora prendera segni contrarii nei due determinanti. Posto
cid, se nel determinante P si scambiano per esempio tra loro la
prima e la seconda verticale, chiamando P’ il nuovo determinante
avremo

P= Qe G5y < Gpql°

al,l al,t * al,ﬂ

a.,l aﬂ.l ° aﬂ.”

Ora ¢& evidente che se i determinanti P e P’ si sviluppano secon-
do gli elementi di una delle due verticali scambiate, questi syi~
luppi saranno uguali, ma di segni contrarii; cosl sviluppando il
determinante P secondo gli elementi della prima verticale si ha

Hl,lAl,l+aﬂ,lA&l+a’,lAl,!+' «Op Ay, '

mentre sviluppando P’ secondo gli elementi della seconda verti-
cale si avrebbe

P’=—a,,,A,,,—a.,,A,,,—-a,,,A,,,—- com=Oy Ap ;3

e ne risulta P = —P’. Segue da cid che lo scambio tra due li-
nee parallele successive non altera punto il valore assoluto di un
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determinante, ma gli fa prendere un segno contrario. Adunque
se una linea di un determinante si trasporti parallelamente a sé
stessa dopo quella che immediatamente la segue o a dritta o a
sinistra, il determinante non fa che mutar di segno; ma quindi &
chiaro che trasportandola invece dopo due linee, il determinante
riprende il segno di prima; dopo tre tornerebbe a cambiar di se-
gno; e cosi di seguito alternativamente; di modo che, in genera-
le, il determinante ritiene o muta il segno secondoche una linea
vi & trasportata dopo un numero pari o un numero impari di li-
nee; e percid se si dinota con P’ cid che diviene il determinante
P, quando una linea vi & trasportata parallelamente a sé¢ stessa
dopo r linee, si avra

P'=(—1)"P.

Dietro questa proprietd de’determinanti, ragionando precisa-
mente come al numero 8 a riguardo delle permutazioni, si con-
chiude senza piu il seguente teorema:

Un determinante muta solo di segno e non di valore scambian-
dovi tra loro due linee parallele qualunque.

39. Segue da questo teorema che un determinante non muta
di valore assoluto, comunque si scambiano tra loro e le yerticali
e le orizzontali, ma ritiene o muta il segno, secondoché & pari o
impari il numero totale degli scambii. E chiaro che in riguardo
al determinante P questo numero & pari o impari a seconda del
numero totale delle inversioni ne’ primi indici di una verticale,
€ nei secondi di una orizzontale; o, ch’¢ lo stesso, ne’primi e se~-
condi indici del termine principale del nuovo determinante; e per-
tid chiamando P’ questo determinante, ed ¢« il numero totale della
dette inversioni, si avra in generale

P'=(—1)P.

Intorno a questa formola noteremo due casi particolari:
I. Se il determinante P’ sia formato disponendo in ordine
inverso o le sole orizzontali, o le sole verticali del determinante

P,avremo (n°2), e_—_.% n(n—1); e quindi P'=(_1)%u(n—i)P.
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11. §'indichi con x la caratteristica di un minore di grado’

m del primitivo P, e per esempio del minore comune alle matri-
ci di orizzontali e di verticali definite rispettivamente da’ numeri
di ordine r,, r,, ., r €d 5,, 8., . , 8,,; allora supponendo che
P’ sia formato da P, portandovi in primo luogo ed in ordine di-
retto quelle orizzontali e quelle verticali, si avrd evidentemen-
te (o' 4 e 32) =x—m(m+-1); e perd essendo pari il numero
m(m+-1), risulterd P'— (—1)*P; ma & importante di osser-
vare che il minore considerato in P si trova riprodotto in P’ co-
me il principale minore determinante comune alle matrici costi-
tuite con le prime m orizzontali, e con le prime m verticali.

40. 11 teorema del n.° 35, o le formole del n.® 37 che gli equi-
valgono, rendono senza pilt manifesta la seguente proposizione.

Un fattor comune a tutti gli elementi di una stessa linea pud
metiersi in veduta come moltiplicatore del determinante, o puo darsi
come fattore agli elementi di un’allra linea. Quindi, se una linea
st moltiplichi o divida per una quantita qualunque, i delerminante
sard rispettivamente moltiplicato o diviso per questa quantita. Ed
un determinante non cambia di valore, se, moltiplicando una linea
per una data quantita, si divida ad un tempo un’alira linea per
la stessa quantita.

Quindi si ha per esempio

abxrcyl=lay b ¢ |=xylabde|-
dex fy dxy ex [x def
g hx iy gy h ¢ ghit

Pud osservarsi che un determinante cambia solo di segno, ¢e
si cambia il segno ad una linea qualunque {(n° 16, 1I1); ma pit
generalmente & chiaro che il cambiamento di segno a quante li-
nee si vogliano non altera il valore assoluto del determinante, il
quale poi ritiene o muta il segno, secondoché & pari o impari il
numero delle linee alle quali si cambia il segno.

41. E conseguenza immediata del n.° 35 che un determinante
¢ nullo, se sono nulli tutti gli elementi di una stessa linea. Ri~-
sulta inoltre dal teorema del num.° 38 che anche nullo & un deter-
minante in cui vi siano due linee parallele identiche, perché,scam~
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biandole tra loro, il determinante resta qual'era,e non pud, come
dovrebbe, cambiar di segno; ma or segue dall’ ultima proposi-
zione che avviene altrettanto, se le due linee sono invece equiva-
lenti (n.° 16, IV), potendo sempre ridursi ad essere identiche. E
percio:

E nullo un determinante in cui sono nulli tutti gli elementi di una
stessa linea; ed é anche nullo se due linee parallele sono o identiche,
o0 equivalenti. '

Cosl, per esempio, si riconosce a colpo d’ occhio, e senza cal-
colo, che & nullo il determinante

2—1 3
—4 2 1
6—3 2

gia considerato in ultimo luogo al n.° 36, bastando percid di os-
servare che le due prime verticali sono equivalenti.

42. Tra casi particolari cui da luogo il teorema del num. 35 &
osservabile il seguente:

Se sono nulli gli elementi di una linea,eccetto un solo, i determi-
nante sara uguale al prodotto del detto elemento pel suo complemento
algebrico; ovvero al prodotto dell’elemento per lo stesso determinan~
te, nel quale pero sia messa l'unitd in luogo dell’elemento.

Esempii
a b 0 ci=a b 0 ¢c=fla b 0 ¢ fla b ¢}
d e f gl |00 O 0 01 0 t u v
t uw 0 v| [t uw 0 v t u 0 v Ty 3
xy 0 z|1 lxy 0 z zy 0 z

abcd'=aabc=a'zy-

0 a b ¢ 0 =y zy

00 xzy 0 a2y

0 0 2 ¥

43. Segue da cid che in un determinante & lecito di sopprimére,
o inserire ovunque due linee di nome diverso, purche si adempia




25

a due condizioni: 1° che le due linee abbiano I'unita per elemento
comune, e nulli tutti gli altri di una di esse, qualunque siano
quelli dell’altra; II° che si dia al nuovo determinante il segno che
conviene al complemento algebrico dell'elemento comune: condi-
zione alla quale & superfluo di aver riguardo,se le due linee sono
conjugate (n° 17 e 31, 11I). Intanto, siccome I'inserimento di cop~
pie di linee conjugate pud continuarsi a piacere, risulta che:

Un determinante di qualunque grado puo sempre farsi apparire
come un determinanie di grado superiore assegnalo,inserendovi un
numero conveniente di coppie di linee conjugate.

44, Supponendo che in un determinante siano nulli tutti gli e-
lementi da una stessa parte di una diagonale, la ripetuta appli-
cazione del teorema del n.° 42 dimostrera, che:

Un determinante di grado n in cui sono nulli tutti gli elementida
uno stesso lato di una diagonale equivale al prodotto degli elementi
della diagonale, preso col +-, se si tratta della diagonale principale;

e, se 8i tratta dell'altra,col segno definito dal simbolo (—1) -,

Esempii :
a b ¢ d a 0 0 0l=la 0 0 O|=aehk.
0 e [ g t e 0 0 0 e 00
0 0 » ¢ ux h O 0 0 o O
0 0 0 k{f |t y z k] |O 0 O k
a b 2=0 0 ;=0 O .z'—‘_—.—a:’.
c xz 0 0 x ¢ 0 = O
xz 0 0 T u v x 0 0

45, Se gli elementi di una linea di un determinante si molti-
plichino ordinatamente pe’complementi algebrici de’ corrispon-
denti elementi di un’altra linea parallela alla prima, la somma
de’prodotti esprime il determinante nella ipotesi che le due linee
siano identiche, e quindi ¢ nulla. Dunque:

La somma de’prodolti degli elementi di una linea di un determi-
nante pe’ complementi algebrici de’ corrispondenti elementi di un’ al-

tra linea parallela alla prima, ¢ identicamente nulla.
5
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Cosi, se gli elementi della prima orizzontale del determinante
a b ¢
al bl cl
a” v

si moltiplicano pe’complementi algebrici de’corrispondenti ele-
menti della seconda, avremo

b c|+b a b
" ¢ ay
==—a(be"—cb")+-b(ac’—ca")—c(ab’—ba")=0;

—a a ¢c|—c¢

”

a’ ¢

e cio come se si applicasse il teorema del n° 35 alla seconda oriz-
zontale del determinante identicamente nullo

a b ¢y
a b ¢
a v

46. Dopo cid possiamo affermare che ciascuna delle éspressioni
O Ay 0 A, g+ +Oruhyn »
Ay 0y Ag o+ o0 +ay Ay,

equivale al determinante P, se sono uguali i valori degl’indici

ed s; ed & nulla nel caso opposto.
&7. Supponiamo ora che tutti gli elementi di una stessa linea

del determinante P siano espressioni polinomie di ugual numero
di termini, e pongasi per fissar le idee

a,,=a,+b, , a —a,+b,, ..., a. ,=a,+b,;
allora avremo
P=(0,4+0,)Ars (0Dt - +(ay D) Ar
o sott’altra forma
P=(a,Ar,+0Ar o+ - +uAr0)+(0:Ar+bAr A+ +baA,,) .

Ora & chiaro che le due parti del secondo membro esprimono ri-
spettivamente ci6 che diviene il determinante P, quando agli ele-

e = -~

R

- —— —
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menti della ™ orizzontale si sostituiscano una volta le quantita
a,, a,,..,a,, ed un’altra volta le quantitd b,, d,,.., b,; il
che dimostra che quel determinante pud essere decomposto in due
parziali determinanti. Ma in generale & evidente che, se gli ele-
menti della linea che si considera sono polinomii ognuno di m
termini, il determinante P potrebbe decomporsi in m parziali
determinanti, ciascun dei quali si forma da P con solo ridurvi
ogni volta la linea di elementi polinomii ad una linea di mono-
mii, presi uno per ogni polinomio, a patto che ogni monomio
non sia impiegato che una sola volta; e quindi risulta, che:

.Un determinante in cui gli elementi di una linea sono polinomii
di m termini pud decomporsi in m parziali determinanti, ognun
de’quali é cid che diviene il primitivo, riducendo ogni volta la linea
complessa ad una linea di monomii, presi uno per polinomio; ma
impiegando ogni monomio una volta sola. v

48. Si comprende che questo teorema & sempre applicabile an-~
corche i polinomii non abbiano uno stesso numero di termini,
potendosi rimpiazzar con lo zero ogni termine che manca. E si
comprende inoltre che la decomposizione, cui da luogo, pud re-
golarsi in varie maniere, essendo arbitraria la scelta de’ monomii
da’ quali va formata la linea di ogni parziale determinante ; ma
nelle applicazioni giova disporre i termini dei polinomii della li-
nea complessa in modo che tutti quelli che vogliono destinarsi a
formar la linea di un parziale determinante vi abbhiano lo stesso
posto, cioé siano o tutti primi, o tulti secondi, etc. Allora Ia li-
nea complessa pud riguardarsi come somma di piu linee sempli-
ci; ed i parziali determinanti si otterranno riducendo ogni volta
la linea complessa ad una delle sue componenti.

Esempii :

abzx+y+z|=ja b 2z |+|a b y|+|a b z|
ab z4+y+3| |a b & a b oyl |a b z
a" b &'y’ +3"| |a" b 27| |a" V' y"| |a” b Z
b a b
all bll

.

o

a b c+zxl=la b c+2zx|—|a “+z
al bl cI al bl cl+ 0 al bl c!

all bl’ cll a” bll c/l+ 0 all bll cll
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Quando nel delerminante vi sono piu linee complesse ciascuna
puo dar luogo ad una somigliante decomposizione. In generale,se
m sono le linee complesse, e le loro componenti siano rispettiva-
mente in numero di r,, r,, .., m, 1 parziali determinanti sa-
ranno r,><rg>< «+ Xfr,,. Supposto che il primitivo sia di grado n,
e che ogni linea sia complessa e formata di m linee semplici, sa-
ranno mn i parziali determinanti, i quali possono ottenersi com-
binando le linee semplici ad n ad n, a patto di prenderne una
per ogni complessa, e che in ogni parziale determinante le n li-
nee semplici siano disposte con lo stesso ordine di successione,
che hanno nel determinante totale le linee complesse alle quali
esse rispettivamente appartengono.

49. Invertendo il teorema di poc’ anzi si ha la seguente propo-
sizione :

Piv determinanti, i quali differiscono solo per una linea di ugual
nome e di ugual posto, posseno riunirsi in un solo determinante, il
quale ugualmente non differira da ciascuno degli altri che nella li-
nea dello stesso nome e dello stesso posto; e questa linea nel deter-
minante totale sara la somma di tutte le linee differenti dei parziali
determinanti :

Esempii:
a u
a v

a v
a v

-+ +a x|[=

a x

a 4+ v+
a u+o+z|

a beclx*+|g b dijz+|a b e =ja b cx* 4dv +e |
abce| ladVvV & a b a b cx*4dxie

all bll C” all bll dll all bll eﬂ al/ bll cﬂ$t+dﬂw+eﬂ

50. Se ad una linea di un determinante se ne aggiunga o tolga
un'altra dello stesso nome, si ha un nuovo determinante con una
linea complessa formata di due linee semplici; ed & chiaro che,
decomponendosi in due parziali determinanti, I'uno di essi ripro-
duce il primitivo, e I’altro ¢ nullo, essendovi due linee identi-
che. Cosi se alla prima verticale del determinante

a b ¢

’

a b ¢
a// b// C_”

4
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si aggiunga o tolga per/esempio la seconda verticale, risulta

a+bbci=|a b c|x|b b c|
abbc| |a b ¢ b ¢
a"=Y b ¢ |a" b "] |V

De’ due determinanti del secondo membro il primo & il dato de-
terminante, e I'altro & nullo, perché la prima verticale & identica
alla seconda. Se la verticale aggiunta o tolta alla prima fosse mol-
tiplicata per una quantita arbitraria, la conchiusione non sarebbe
diversa, perché nel secondo determinante le due prime verticali
sarebbero equivalenti. Laonde si ha in generale, che:

Un determinante non cangia di valore se ad una linea 8i aggiun-~
gano o tolgano altre linee dello stesso nome, anche moltiplicate o di-
vise per quantita arbitrarie.

81. Questo teorema, oltre alla importanza che ha quasi ad ogni
passo nelle applicazioni de’ determinanti, pud farsi sempre ser-
vire a rendere pili agevole il calcolo de’determinanti numerici.
Sia per esempio da calcolare il determinante

9 1317 4%
18 28 33 8 (1)
30 40 5% 13
25 37 16 11

Con I’ aiuto del teorema precedente possiamo successivamente tra-

sformarlo in quelli che seguono, ad elementi piu semplici;
1114 1111 1 0 0 o
2418 , 2411 1 211
51213 @ [4126|@ 539 o|® -
24211 2423 2 2 0 1

2—1-1 4—1 0
—3—1 2| (), |—7—2 0] (6).
2 0 1] 2 01

11 determinante (2) & dedotto da (1) sottraendo I' ultima dalle al-
tre verticali dopo averla rispettivamente moltiplicata per 2, per 3,
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per 4. Nel (2) I'ultima verticale ‘si pud rendere piui semplice,
sottraendone la somma di tutte le altre; ed in tal guisa si ha
il determinante (3) in cui sono uguali gli elementi della prima
orizzontale, circostanza ch’é utile di avere in mira nel calcolo
dei determinanti numerici. Sottraendo nel (3) la prima verticale
da ciascuna delle altre si ottiene il (%), nel quale & lecito di sop-
primere la prima orizzontale e la prima verticale (n.° 43) e si ha
cosl il determinante (5), ch’é di 3.° grado. Aggiungendo in que-
sto determinante I' ultima alla prima orizzontale, e sottraendola
dalla seconda moltiplicata per 2, si passa al determinante (6), nel
quale si pud sopprimere I’ ultima orizzontale e I’ ultima verticale;
il che infine conduce al determinante di 2.° grado

4—1]
—7 =2

che si calcola immediatamente, e ne risulta che il proposto deter-
minante equivale a— 15. Si comprende del resto che siffatte
trasformazioni e riduzioni possono essere regolate in diversc ma-
niere; e basta un poco di abitudine per riconoscere le meglio con-
venienti. .

52. Ma per rendere sempre piu familiare I'ultimo teorema,
soggiungiamo alcuni esempii, i quali, mentre danno luogo a no-
tevoli trasformazioni, servono d’altra parte ad importanti appli-
cazioni sia di geometria, sia di analisi.

I. Supposto che gli elementi di una linea di un determinante
siano tutti uguali ad 1, sara lecito di accrescere o diminuire di
una medesima quantita arbitraria tutti gli elementi di ogni altra
linea dello stesso nome, poiché cid equivale ad aggiugnerle o to-
glierle la linea delle unita, moltiplicata per la quantita arbitra-
ria. Ora, se il determinante & della forma
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la detta trasformazione potra essere praticata tanto per orizzon-
tali, quanto per verticali, e quindi supponendo due serie di quan-
titd arbitrarie 8,, £, . . » Ba € 715 7ar « + » 70 il dato determinante
si trasforma nel seguente

QB+ a, By, - QyntPat7: 1

B tys oo tBatvs - GontBata 1

N Ty an,a+ﬁn+7n . an.s’*‘p»""l; 1
| 1 . 1 0

11. Consideriamo il determinante di grado n

A=—]1 1
a, a a . a,
. 6" . a,

a
e a . a,

a“ﬂ—l

_—1x n—x n—3
a**a" a" .

in cui a,, a,, a,, . ., a, sono n quantitd arbitrarie, e ciascuna
verticale & costituita dalle successive potenze di una di esse dal
grado zero al grado n—1. Ora, se si trasforma una verticale, per
esempio la ™, togliendone un’altra apiacere, come la s™?, cade
sotto I’ occhio che la medesima acquista il fattore a,.—a, , il quale
percid sard un divisore del determinante A; ma quindi risulta
che questo determinante & divisibile per tutte le differenze a due
a due delle n quantita di cui si tratta; e percid lo sard anche pel
prodotto di tutte queste differenze. E chiaro intanto che un tal

prodotto & una funzione omogenea delle dette quantitd, di grado

—;—n (n—1); e siccome il determinante A & anch’esso una funzione

omogenea dello stesso grado delle quantitd medesime, ne segue
che il determinante ed il prodotto non possono differire che per
un fattor numerico, il quale pué determinarsi esaminando uno
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stesso termine nell’ una e nell’ altra funzione. Per comporre con
metodo ordinato il prodotto di tutte le differenze delle quantita
date a due a due, senza mancarne alcuna, converremo di togliere
successivamente ogni termine della serie a,, a,, 4,,..,a, da tutti
gli altri che lo seguono; ed allora adottando, come si usa ordi-
nariamente, il simbolo n (a,, a,, a,, .., a,) per indicare il pro-
dotto di tutte le differenze a due a due di queste quantita, rego-
late come si & detto, avremo

n (ax 38gy Qs ey au) = (an‘_‘ax) (a,—a,) (a4_‘;x)>< °* x(a,—a,)
. (a,—a,) (ad_an)x * x(al—at)
(a,—a,)><-- X(an—a-)

(aG—a,_,)

Attualmente, se si moltiplicano i soli primi termini di tutte le
differenze, si ha I' espressione
a,a,a’ar>x->a" "

come un termine del prodotto, affetto dal coefficiente + 1, il
quale evidentemente non pud contrarsi con altri; ma questa espres-
sione si ritrova come termine principale nel determinante A, af-
fetto ancora dal cofficiente + 1; dunque da cio che si & detto ri-
sulta che il determinante ed il prodotto sono identicamente ugua-
li; vale a dire si ha

A—__—n(a', a4, 8,,..,08,).
Cosi avremo per esempio

11
al al

n (ax sy @)= =a,—a,

n(an LY al) .1 1 1 |= (a:"’ax> (as—ax) (al—f:)
a! a. a'
a’ at a,

ete. etc. etc.
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M. Supponendo il determinante

01 11
1 0 4 ¢
1 d‘ 0 b’ (1)
1 ¢ b 0

potremo, senza alterare il suo valore, moltiplicare le quattro oriz-
zontali per bed ; e poi dividere ordinatamente per cd, bd, be, tanto
le tre ultime orizzontali, quanto le tre ultime verticali, poiché cid
equivale a moltiplicare e dividere nel tempo stesso per b*c'd* il
dato determinante, il quale in conseguenza per tal guisa si muta
nell’altro

L2

Or si osservi che nella forma (1) il determinante resta immutato
cambiando il segno sia a b, sia a ¢, sia a d; e pero sara lecito di
praticare siffatti cangiamenti di segno anche nella forma (2). In-
tanto se nel determinante (2) alla prima orizzontale si aggiungano
tutte le altre, quella orizzontale acquista il fattore b—+c+d, il
quale adunque & un divisore d*1 determinante; ma poi risulta dalla
osservazione di poc’ anzi che il determinante & ancora divisibile
per —b+c+d, per b—c—+d, e per b+c—d; ed in conseguenza

sara divisibile pel prodotto
(b-+c+d) (b-+c—d) (b—c+d) (—b-+c-+d).

D'altra parte, siccome questo prodotto di quattro fattori lineari
omogenei &, al pari del determinante, una funzione omogenea di
4.° grado delle b, ¢, d, ne risulta che il prodotto ed il determinante
non possono differire che per un fattor numerico; ma esaminando
uno stesso termine nelle due funzioni, come per esempio d*, ve-
dremo che nel prodotto questo termine ¢ affetto dal coefficiente

—1, e nel determinante dal coefficiente (—1) T *"*=4+1 (n® 24);
6
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Segue da cid che il prodotlo col segno cambiato & algebricamente
uguale al proposto determinante; e si ha quindi in diverse forme

0 1 11(=10 b ¢ d
1 0 4 ¢ b 0 d ¢
1 4 0 b c d 0 b
1 ¢ 0 d ¢ b 0

= — (b+c+d) (b4c—d) (b—c-+d) (—b+4-c+d).

E noto dall'applicazione dell’algebra alla geometria che tal pro-
dotto col segno mutato esprime sedici volte il quadrato della su-
perficie del triangolo di lati b, ¢, d; e quindi, anche ciascuno dei
determinanti, col segno cambiato, esprimera sedici volte il qua-
drato della superticie dello stesso triangolo; ma queste relazioni
tra determinanti e diverse figure di geometria saranno diretta-
mente dedotte nelle applicazioni, senza farle dipendere da espres-~
sioni gia conosciute.

«~IV. In un modo presso a poco consimile si dimostra facilmente

la seguente eguaglianza

a b c d|=(a+b+c+d) (a+b—c—d) (a—b+c—d) (a—b—c+d)
badec
cdabd
dcbda

Di fatti aggiungendo alla prima orizzontale del determinante tutte
le altre, si vede ch’essa acquista il fattore a+b+4-c+d, il quale
percid & undivisore dello stesso determinante. Se poi dalla somma
della prima e della seconda orizzontale si tolga quella della terza
e della quarta, si riconosce come un altro divisore a+b—c—d.
Inoltre se dalla somma della prima e della terza si tolga quella
della seconda e della quarta, si vedrd nascere ancora il divisore
a—b+-c—d. E finalmente dalla somma della prima e quarta, to-
gliendo quella della seconda e terza, si trova parimenti come
divisore a—b—c—-d. Potrebbero ancora farsi altre combinazioni,
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ma, a parte i segni, si tornerebbe ai medesimi divisori.Quindi &
manifesto che il determinante ¢ in valore assoluto uguale al pro-
dotto dei quattro divisori messi in veduta; ma siccome nel deter-
minante e nel prodotto il termine a*@ affetto dal coefficiente +1,
si conchiude che le due funzioni sono identicamente uguali.

Se jn questa eguaglianza si muta il segno ad upa delle quattro
grandezze a, b, c, d, per esempio ad a, avremo

—a b ¢ d
b—a d ¢
c d—a b
d ¢ b—a

= — (a-+b-+c—d) (a-+b—c—+d) (a—b+c+d) (—a-+b-+c-+d);

e quindi risulta da una formola conosciuta che il determinante
attuale, col segno mutato, esprime sedici volte il quadrato del-
I'area del quadrilatero iscrittibile in un cerchio, di lati a, b, ¢, 4.
Quando a==0 I’ ultimo determinante si riduce a quello poco in-
.nanzi considerato.

s V.

DECOMPOSIZIONE DE' DETERMINANTI
IN SOMME DI PRODOTTI DI MINORI COMPLEMENTALI.

53. Supposta una matrice formata con m linee parallele di un
determinante di grado n, se tutti i minori di grado m compresi in
questa matrice si moltiplicano pe’rispettivi complementi algebri-
ci, i prodotti saranno altrettante parti del primitivo tra loro di-
verse (n° 32), da ciascuna delle quali risulta un numero di termini
espresso (n°® 20) da

1<25<35< ¢+ >Xm><1><2><3>< «+ <X (n—m) ;
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e siccome i minori sono al numero di (n° 18)

n(n—1) n—2). ..(n——m+l)
1><2><3>< +« XXt

ne segue che tutti i termini nascenti dalle dette parti syranno
1><2>¢3>< + - ><n, quanti sono i termini del primitivo, il quale
percio ¢ uguale alla loro somma. Quindi risulta che:

Ogni determinante equivale alla somma de’ prodotti di tutli ¢ mi-
nori compresi nella matrice formata con m linee parallele qualun-
que pe’ rispettivi complements algebrici.

Esempio
abed|= '-—-I |+| I
abved a b’ ‘ | a d’
uvay I “+ I
u’ vl wl yl bl l bl dl ll i ’ ’

b4. Quantevolte nella matrice de’ minori, che ora per fissar le
idee supporremo formata dalle prime m orizzontali del dato de-
terminante, vi siano alcune verticali che abbiano tutti gli ele-
menti nulli, ed avvenga che il numero delle rimanenti sia minore
di m, i detti minori saranno tutti nulli, perche in ciascuno vi &
per lo meno una verticale di elementi nulli; e percidé anche nullo
¢ lo stesso primitivo. Se poi il numero delle rimanenti verticali
sia uguale ad m, il primitivo sara uguale all’unico prodotto del
minore formato con queste m verticali pel suo complemento al-
gebrico. Cosi si ha per esempio :

adb000;=0.
ab000
a’b’0 00
tuv xy
tl “Ivlwlyl
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ab c00[=mabcOOF=|abc||xy
abtcdoo| [adc00] |a'b ¢ lx'y’
a’b" c"00| [a"b"c"0 0] |a"b" "

tuvzy| {0002y
tuvay| |0002y|

55. La proprieta dimostrata conduce all’ altra che segue:

La somma de’prodotti di tutle i minori compresi in ura matrice
di m linee paralicde di un determinante pe’ complementi algebrici dei
loro omologhi compresi in un’ altra matrice di m linee dello stesso
nome, ¢é identicamente nwlla.

Imperocch cid torna a supporre che nel dato determinante vi
siano due o piu linee identiche, e quindi & nullo. Cesl supposto
il determinante del n.° 53, ed applicando per esempio il teorema
ai minori compresi nella matrice formata con le due prime oriz-

zontali, ed ai complementi di quelli compresi nella matrice co-
stituita dalla seconda e quarta orizzontale, si avrad

Tdegtpabinad)
ergb ALy

Ora il prime membro di questa identitd non & altra cosa che lo
sviluppo che si otterrebbe applicando il teorema del n.° 3 ai mi-
nori compresi nella matrice formata con le due prime onzzontah
del determinante identicamente nullo

abcedf-
la'b ¢ d
abed
uv Ty

56. Per tradurre in formole i due teoremi, che precedono, &
uopo adottare una convenzione, la quale permetta di indicare ed
individuare di una maniera concisa i minori di un primitivo di
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grado n, compresi in una matrice di m linee parallele; ed a tale
effetto bisognera considerare con un certo ordine le combinazioni
ad m ad m de’numeri 1, 2, 3, .., n; che percid supporremo_da
ora innanzi composte e distribuite come segue:

I. In ogni combinazione i numeri saranno disposti in ordine
diretto (n° 1). }

I1. Considerando le combinazioni come termini di una se-
rie, scriveremo in primo luogo quelle che cominciano da 1; poi
quelle che cominciano da 2; e cosi di seguito; ma a patto ancora
che tra i numeri di qualunque combinazione non debba esservene
alcuno piu grande di quelli che entrano nella seguente.

Per esempio co'numeri 1, 2, 3, 4, 5, combinati a tre a tre, si
forma la serie

1,2,3) (1,25 (1,2,5) (1,35 (1,3,5) (1,4,8)
2,3,4) (2,3,8) (2,45 ¢ (©2)
(3,4,5)

in cui ciascuna combinazione prende un posto determinato. Per
tanto noi ricorderemo un tal sistema col nome di sistema ordi-
nato di combinazioni, contandole per numeri di ordine progres-
sivi1, 2, 3, . .. ; ed & poi manifesto che una combinazione & per-
fettamente definita, quando & dato il suo numero di ordine.

57. Data una matrice di m orizzontali ed n verticali, e suppo-
sto m<<n, combinando le verticali ad m ad m, possiamo dedurne
un sistema di determinanti di grado m (n° 18). Ma supposto il
sistema ordinato delle combinazioni ad m ad m de’ numeri 1, 2,
3, .., n, quel sistema di determinanti potra dirsi sistema ordi-
nato de’ determinanti della matrice, ed allora il numero di ordine
di una combinazione qualunque diverrd numero di ordine del
corrispondente determinante; di modo che per individuare un de-
terminante della matrice, bastera assegnarne il numero di or-
dine.

In simil guisa da un determinante di grado n pud dedursi un
sistema ordinato di matrici, combinando ad m ad m sia le oriz-
zontali sia le verticali; ed il numero di ordine di una combina-
zione numerica sara numero di ordine della corrispondente ma-
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trice; assegnato il quale, essa sard definita ed individuata.
58. Cid premesso, siccome ogni minore di grado m & un deter-
minante comune ad una matrice di m orizzontali del primitivo,
e ad una matrice di m verticali (n°26), & chiaro che per indivi-
duare un determinante minore basta assegnare i numeri di ordine
delle due corrispondenti matrici. In conseguenza adottando un
simbolo, come h, per indicare un minore qualunque di grado m,
per dinotare in particolare quello comune alla *™* matrice di
orizzontali ed alla s™ matrice di verticali, scriveremo &,.,; di tal
che i minori compresi in queste due matrici saranno rispettiva-
mente rappresentati da k.., h.., h.,, ..., b, €d A, Ry,,
h,,s .., hy,, esprimendo v il numero delle combinazioni ad m
ad m di n cose. Supposto per concretar le idee che h dinoti un
minore di 3° grado in rapporto al primitivo di 8° grado (*)

al! al. al. a" a“
aﬂl aaﬁ aﬂ' a“ a"
a'l a" a'. -a" a.‘
Oz Gya Oy Gy Gy,
a'! a" a.' al‘ a'x

vedremo per esempio che &, , accenna il minore compreso nella
3* matrice di orizzontali e nella 7* di verticali, le quali, osser-
vando alla serie (2), corrispondono alle combinazioni (1, 2, ),
(2, 3, 4). Trattasi adunque del minore che risulta dalla matrice
delle orizzontali 1, 2*, 5*, e da quella delle verticali 2*, 3*, 4*;
e percid si ha

hn.1= A,y 0y; Ay

Agy Ay, au
an au *au

Dopo cid, chiamando H,., il complemento algebrico del minore

() Per rendere piu semplice la notazione degli elementi di questo determi-
nante abbiamo soppresso la virgola tra i due indici, e prahcheremo lo stesso
semprecché non possa esservi luogo ad equivoco. :

[N
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h,,, il teorema del numero 53 si tradurrad nell’una o neil’altra
delle formole

. P=hr.xHr.x+hr.er.a+ coo hr.oHr.v ’
P=hx.rH|.r+ha.an.r+ et ho.ruo.r ’

secondoche si applica ad una matrice di orizzontali, o ad una ma-
trice di verticali ; e quello del numero 5% si traduce in

0=k, M, ,+h, H, 4+ +h, H,,,
0="x,r"x,:+hn.rum+ o +ho,rHo.: ’

ma riunendo i due teoremi pud dirsi che ciascuno de’ secondi
membri equivale al determinante P, se gl’indici r ed s hanno va-
lori uguali, ed & nulla nel caso opposto.

§. VI

MOLTIPLICAZIONE DE’ DETERMINANTI.

9. Se si abbiano due determinanti di gradi uguali, e tutti gli
elementi di ung linea dell’uno si moltiplichino pe’ corrispondenti
elementi di una linea dell’altro, la somma de’ prodotti si dira
prodotto delle due linee. Posto cid siano i due determinanti di
grado n Co

a, a, a, . a, Ay Ay Ay o Oy

b, b, b, . b, Be Ba Bs - P
P=|c, ¢, 6, . €4}, Tr Y2 ¥ = In]>

L oLy .0 VD D FE

dimostreremo che il loro prodotto si pud esprimere con un altro
determinante di grado n, che si costruisce come segue « Gli ele-
» menti della prima orizzontale del prodotto si hanno moltipli-
» cando la prima orizzontale di P per tutte le orizzontali di Q;
» quelli della seconda, moltiplicando la seconda orizzontale di P
» per tutte le orizzontali di Q; e cosl di seguito, fino all’ ultima
» orizzontale del prodotto, i cui elementi si avranno moltipli-
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» cando I’ ultima orizzontale di P per tutte le orizzontali di Q.
Chiamando K il prodotto, si ha dunque il de-
terminante che qui vedesi scritto di fianco.
Gli elementi di K sono .tutti polinomii din
termini, ciascun dei quali ha due lettere con
Jo stesso indice, una latina, I'altra greca: in-
dice che ne' termini di ogni polinomio cresce
in ordine naturale da 1 ad n. Quindi ogni ver-
ticale di K pud riguardarsi come lasomma di n
linee semplici, nelle quali figurano gI’ indici
Successivi 1, 2, 3, . . , n; ma importa di no-
tare che le n linee semplici della prima han-
no per fattori gli elementi della prima oriz-
zontale di Q; quelle della seconda hanno si-
milmente per fattori gli elementi della se-
conda orizzontale di Q; e cosl di seguitqg;
donde segue che in tutte le verticali di K so-
no equivalenti le linee semplici di ugual po-
sto, cioé tutte le prime, tutte le seconde, etc.

Dopo cid decomporremo il determinante K
in parziali determinanti ad elementi monomii
(n°® 47), ciascun de’ quali sard formato da n
verticali semplici, prese una per ogni verti-
cale complessa, a patto che nel determinante
parziale siano disposte con Pordiné medesimo
con cui si succedono nel determinante totale
le corrispondenti verticali complesse; il che
importa che nelle orizzontali di ogni deter-
minante parziale le lettere greche «, B9, ..,
debbano succedersi in ordine alfabetico. Si ri-
fletta intanto che tra i detti parziali determi-
nanti sono nulli tutti quelli in cui si trova piu
di una verticale con lo stesso indice; sicché
non restano che i soli determinanti i quali
risultano da combinazioni di verticali incui ——_____ % ¥
tutti gl'indici son diversi; e perd quelli che corrispondono alle
permutazioni de’numeri 1, 2, 3, .. , n.Considerando pe; esempio

=X

.

.

“d‘l-‘- . +‘d‘l+'d‘l+ ldll “nll_l_ . +t” 2l+l”'1+ ,p’t
.Jﬂo_'_ . +‘d’9+'d'9+'d,9 ””.a_l_ . +‘”‘9+‘”‘9+ .tlo
“d”q+ . +Cdlq+'dlq+ ldlq ﬂ”ﬂq_l_ . +l”lq+ln'q+ ’n‘q
ld”ﬂ_’_ . +'dtn+'d'”+!d1” ﬂnvo_*_ . +'n'ﬂ+'ﬂ'ﬂ+'ﬂ11).

“!“t-*_ . +l(¢l+ '(8'_‘!_ x!!I Ve
'!“0"' . +"('9+‘!'0+"('9 .o
"!“q+ . +lth+l(lq+x!lq .o
“l“n‘-l— . +‘t‘”+ '!‘D"""!!D ve
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il determinante che corrisponde alla permutazione principale, &
chiaro ch'esso ha la forma

Qa, a8, a,q, « G| ;
bl’l bsﬁl bl1t . b.l‘
€2y €3, Cyys o cn)‘s

l:'l ‘n.sn ‘l?l . lnla

ma mettendo in veduta i fattori a,, By, 75, - » }n» Cui daremo
I’ordine istesso che hanno in ogni orizzontale, il determinante si

muta nel prodotto
a, a, a, . a,| > aBy,edn’

2 2 B bﬂ

a2 s ° cﬂ
<,
Or questa espressione pud tenersi come tipo generatore di quelle
di tutt’ i parziali determinanti, poiché se ne deducono permutando
in tutt'i modi, e nella stessa maniera gl’indici interni ed ester-
ni. Possiamo tuttavia dispensarci dal permutare gl indici inter-
ni, perche il valore assoluto del fattore determinante & costante,
comunque si permutino le verticali, ed uguale al determinante
P; il quale adunque pud tenersi come fattor comune a tutte le
dette espressioni, purche all’ altro fattore si dia i} 4 o il —, se-
condoche & pari o impari il numero delle inversioni megl’indici.
Ma quindi risulta che il determinante K si trasforma nel prodot-~
to del determinante P per un polinomio i cui termini si deduco-
no dal tipo a, 8, , . . )y, ol permutare gV indici in tutt’i modi,
rimanendo ferme le lettere; e dando ad ogni termine il segno che
gli compete per la solita regola; ond’é che questo polinomio non
¢ altra cosa che il determinante Q; ed in conseguenza si ha, co-

me dovea dimeostrarsi

60. Secondo la regola dichiarata per costruire il detenﬁinante
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K pud dirsi che P funziona da moltiplicatore, e Q da moltiplican-
do; perche gli elementi di una stessa orizzontale di K si otten-
gono moltiplicando una stessa orizzontale di P per tutte le oriz-
zontali di Q; ed in questa ipotesi I'elemento s™ della ™ oriz-
zontale di K & il prodotto della r™* orizzontale di P per la s™* oriz-
zontale di Q. Segue da cid che gli elementi della s™* verticale di
K sono i prodotti delle successive orizzontali di P per la s™* oriz-
zontale di Q; e quindi si vede che, se si scambia I’ ordine de’ fat-
tori, vale a dire se si prende P per moltiplicando e Q per molti-
plicatore, altro non si fa che mutare nel determinante prodotto
le orizzontali in verticali. Ma & opportuno di osservare che,qua-
lunque sia I' ordine de’fattori, il principale r™° elemento del pro-
dotto si ha sempre moltiplicando le rme orizzontali de’ fattori, di
tal che i principali elementi del determinante prodotto risultano
tutti da orizzontali omologhe de’ fattori medesimif.

Abbiamo adunque un metodo di moltiplicazione de’determi-
nanti che pud dirsi per orizzontali; ma si comprende che unifor-
memente possono i determinanti moltiplicarsi per verticali; ed
anche per orizzontali e verticali. Cosl gli elementi del determi-
nante prodotto possono assumere forme e valori diversi; ma il va-
lore algebrico del determinante sara sempre lo stesso. Ecco al-
cuni esempii di moltiplicazione di determinanti.

abd

=l az+dy ax'+by —}ax+a'x’ b:c+b’x’| .
alb

a’x+b’y'a'w’+b’y’ ay+a'y' by—i—b’y’

=
m’yl
e beyxyszs |
d'b'cl wlylz'
a'te'l 2"y 3"

=(|ax +by +cz ar' +by ez’ ax’ +by" ~+c3”
adz+by+cz a'xd +by +c's a2 by 4’5"
ad"x+Vy+c’z a"7 +VY "2 a2 by "7

61. Con lo stesso metodo si possono moltiplicare i determi-
nanti di gradi disuguali, bastando percid di ridurre il determi-
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nante di grado piu basso al grado dell’ altro (n.® 43). Cosl avremo
per esempio :
abcd la:yl:abcd zy 00

abcd ||2y abcdd||lz'y Q0
pqrs pqrs|(0010
P’qlr’tl plqrrlsl 0 0 01

=|ax+by ax’ +by' ¢ d

dxz+by ax' +by ¢ d

pT+qy px’ +qy' 1 s

Pe+qy pa’+qyr s

62. Supponendo identici i fattori P e Q si ha un metodo per
elevare a quadrato un determinante. In tal caso adunque si ha
K—P"; e siccome gli elementi della ™ orizzontale di K sono i
prodotti della r™® orizzontale di P per tutte le orizzontali dello
stesso P; e d'altra parte in questi prodotti si hanno pure gli ele-
menti della r™ verticale di K (n.° 60), ne risulta che la *™ oriz-
zontale di K & identica alla ¥™ verticale. Inoltre bisogna osser-
vare che il principale ™ elemento di K & il prodotto della r™¢
orizzontale di P moltiplicata per sé stessa; e percid (n* 17 e 19):
Il quadrato di un determinante é un delerminante simmelrico ;

ed ogni suo principale elemento ¢ una somma di quadrali. Giovera
poi tener presente che il principale r™ elemento ¢ la somma dei
quadrati di tutti gli elementi o della ¥™ orizzontale del determi-
nante radice, o della ¥™* verticale, secondocheé la elevazione a
quadrato & operata per orizzontali, o per verticali. Ecco degli
esempii:

a b |’=]aa +bb aa’ +-bb' |—| aa +a'a’ ab+a’b’,;
al aa’+bb' d'a’+b'b ab +a’t bb+b'd’
abec|’=laa +bb +cc aa’ +bb' +-cc’ aa” +bb" +cc”
abce aa’ +bb’ +-cc’ a'a’+bY +c'c’ a'a’+dY +c'e”
a’b"c"l  |aa” 4-bb +4-cc” a'a"++bVbc'¢" a'a"+Vb +c"c”

- 63. La notazione a doppio indice permette di tradurre in for-.
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mole il metodo per la moltiplicazione de’determinanti. Sia

P= Gy Br,a » Gy Q= bx.x bx,. . bx.n ’

al,l aa.n . aa,n 2,2 /8,8 ° bl.n

. . .- . . . .

On,x On,s » O _bn.x bas - b

K=PQ=]e¢,, €¢,o - ¢;n ]}

cl.l cl.l ® cl.n

cl.l cﬂ,! . cﬂ.n

cosl per gli elementi di K avremo I'una o I'altra delle formole

cr.tr—ar.xb:,x‘*‘ar.nbc.n’*' o +ar,ubs,u ’
cr.:=ax,rbx,n+an,rba.s+ . +an.rbu.c ’

secondoché si opera per orizzontali, o per verticali, e nelle quali
gl'indici r ed s possono prendere tutt'i valori 1,2, .., n.
Se P e Q sono identici, e quindi K=P*, le formole divengono

Cr =y Oy ;1 0p g qt o o -0 alyy

Cp =0y, 0y o0y o Oy g o « =0 0y 5

e siccome i se¢condi membri non mutano, cambiando r in s, e vi-
ceversa, risulta in ogni caso ¢, /~c,,; il che dimostra, com’era
gid noto, che il quadrato di un determinante & un determinante
simmetrico. Per r—s le ultime formole si riducono a

c,._;a:',+a:',+a:.,+ o 4ag .,

s N s s
Cry—=0;s vty o+ p+ . - +Cp 5

e si ritorna cosl alla conosciuta composizione degli elementi prin~
cipali del quadrato di un determinante.

64. Applicando il metodo della moltiplicazione de’determi-
nanti a due matrici simili (n.° 16, V) si palesano importanti
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risuliamenti. Siano le due matrici di m orizzontali ed n verticali

a, a, a, . a, ay Uy Xg o Ky
b, b, b, . b, 2 Bs Bs + Ba
e R e
Lohh ., e ddy e

in cui supponiamo che le lettere a, b, ¢, . . , 1,0 le altreq, 8,9, . . 2
siano al numero di m. Per fissar le idee applicheremo a queste
matrici il procedimento della moltiplicazione per orizzontali; ma
sara facile di volgere le conchiusioni al caso in cui si operasse
per verticali.

E chiaro innanzi tutto che in tal guisa si ottiene una matrice
quadrata di grado m ; e perd, se dinotiamo con L il suo determi-
nante, osserveremo ch’'esso differisce dal determinante K del
n.° 89 solo in cid che, mentre K & di grado n, ed ogni sua verti-
cale & la somma di n linee semplici, rel determinante L poi, che
¢ di grado m, ogni verticale & la somma di n linee semplici, nu-
mero che per ipotesi & diverso da m. Ora sono da distinguere due
casi; o m & maggiore di n; o m & minore di n.

Caso I; m>n. In questa ipotesi decomponendo il determinante
L in determinanti ad elementi monomii, dovranno combinarsi le
sue verticali semplici ad m ad m, col prenderne una per ogni com-
plessa; ma essendo m>n, in ogni combinazione di m verticali vi
sard qualche indice ripetuto, cio¢ in ogni parziale determinante
vi saranno verticali equivalenti; quindi ciascuno di essi & nullo ;
e percid anche nullo & il determinante L. Adunque, quando m>n,
si ha L=0. ,

Caso II; m<<n. Combinando ad m ad m i numeri 1,2,3,.., n
ogni combinazione comprende numeri tra loro diversi;ed & chia-
ro che ciascuna di nella decomposizione di L un sistema di tanti
parziali determinanti, quante sono le permutazioni di m cose: si-
stema che si trasforma nel prodotto di due determinanti di grado m,
{'uno formato coa le m verticali della matrice (P) deflaite da’'numeri
di ordine che entrano nella detta combinazione, e 'altro con lem
verticali omologhe della matrice (Q). Intanto siccome ogni com-~
binazione di luogo ad una somigliante conchiusione, risulta in
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fine che il determinante L si trasforma nella somma ' de’ prodotti’
di tutt’i determinanti della matrice (P) pe’ rispettivi determinanti
omologhi della matrice (Q); e percid se i determinanti ordinats
(n.% 67) della prima si dinotino con p,, p,, p,, - . » Py, € quelli
della seconda con q,, ¢,, ¢, , - - » ¢, (indicando v il numero delle
combinazioni ad m ad = di » cose), si avra

L=plq:+pﬂ1+PUQS+ ** +Poqe-

Dopo cid pud dirsi che il determinante L equivale al prodotto
_ delle matrici (P) e (Q), e sara anche lecito di scrivere

L=(P)<(Q); ¢

ed intanto, riassumendo cid che precede, possiamo enunciare la
seguente proposizione : ' :

Se si moltiplicano per orizzontali due matrici simili di m oriz-
zontali ed n verticali, il prodotto é nulle, quando é m>>n; e quando
é per U opposto m<n, il prodotto sara uguale alla somma de’ pro-
dotti di tutt’ i determinanti di una delle matrici pe’ rispettivi deter-
minanti omologhi dell’ alira.

Esempii:

bV |y y| |bz+ba by+by bz4-b'z

aad'| |z w'r az+a'x’ ay+a'y’ az+a'z’ | =0
cc'llz 2 cx+c'x cy+c'y cz+c'z

abc|lvy 3 ax +by +cz aa:’+b.'§'-|—cz’
a'z+by+<c'z a's' by +c'7
be
Ve

a/ bl cl wl yl Z’
ab
al bl

= +la c| |z 3|+ vy 3z

yl z’

Ty
z:y;

adcllz s

E ora evidente che le conchiusioni del teorema precedente s’in-
vertono se la moltiplicazione delle matrici sia operata per verti-
cali. In questo caso il prodotto & nullo se m< n; e se m>>n, sara
uguale alla somma de'prodotti di tutt'i determinanti di una delle
matrici pe’rispettivi determinanti omologhi dell’ altra. Possono



A8

valere all’uopo gli stessi due esempii di poc’anzi; imperciocché
eseguendo nel primo la moltiplicazione per verticali si ha per risul-
tamento il secondo membro dell’altro esempio; mentre,viceversa,
eseguendo in questo la moltiplicazione per verticali si ha per ri-
sultamento il secondo membro del primo esempio. '

65. Supponendo identiche le due matrici, i prodotti dei loro
determinanti omologhi divengono i quadrati dei determinanti di
una di esse. Allora, se m>>n si avra

L=(P)’=0;
se poi m<<n, sard
T L=(P)*=p, "+, +p,"+. . .+D,"
ed il teorema si modifica come segue :

Elevando a quadrato per orizzonlali una matrice di m orizzon~
tali ed n verticali, il quadrato é nullo, s¢ m > n; e se m < n, sa-
ra uguale alla somma di quadrati di tutt’s determinanti della ma-
trice.

Esempii:
a a |’=! aa+ada’ ab+a’’ ac+a'c’'|=0;
bbv ab +ab’ bb+b'Y bc +b'c
cc ac +ac’ be +-b'c’ cc+c'c
abc|'=|aa+bb+cc aa’ +bd —+4cc’
abe aa’+bb' +cc’ a'a’+-b'Y 4 ¢
=ja b P4+jac"+bec|
', a b ac | Ib’ 4

Quest’ ultima identita ridotta in forma ordinaria porge la cono-
sciuta relazione

(@*+b"+c*) (a"+b""+c"*)—(aa’ +bb +cc’)*
=(ab' —ba')* + (ac’ —ca’)® + (be’—cb')*.

66. Da cid che precede, e da’chiarimenti espressi nel n°® 59,
or si deduce immediatamente il seguente teorema:
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Qualungue minore del prodotio K di due determinanti P e Q, ot-
tenuto per orizzontali, equivale al prodotto delle matrici parziak di
P e Q, costituile rispettivamente dalle orizzontali definite dagli stessi
numert di ordine delle orizzontali e delle verticali di K, le quali con-
corrono a formare il detto minore.
Cosi se P e Q siano i determinanti deln.®63 si ha per esempio

Cax cl——‘ b, b b
Cix Csps

gz Gy gy + Qg rabis - bya
== alyl aﬂp’

a‘,t al,n a4,8 ) . a;,n bt,l bl,n b!.l . b:,u
b!,l b!,l bl.l bx.l
b, . b,. Dyc bes

67. Le convenzioni fatte al numero 57 permettono di tradurre
in formole il teorema di poc’anzi. In fatti, se dinotiamo con &, ,,
Pr.s 4y, 1 minori di grado m de’ determinanti K, P, Q, che in
ciascuno son comuni alla ¥™* matrice di m orizzontali ed alla »™?
matrice di m verticali, si ha la formola rispondente al teorema

kr,o=?r,x Qe tPrs st o - HPro Qoo

nella quale evidentemente & ancor lecito di cambiare ogni mino-
re nel suo complemento ordinario.

68. Quando il minore k., del determinante K si riduce al 1°
grado, vale a dire ad un semplice elemento c,.,, il teorema ritor-
na allaregola per la costituzione degli elementi del prodotto,ope-
rato per orizzontali; poiché si riduce a dire che I'elemento c,.,
equivale al prodotto della #™* orizzontale di P per las™® orizzon-
tale diQ. In questo caso adunque I'ultima formola non & che I'al-
tra gia nota (n° 63)

Co,—0 4 b,,,+a,,, b:.a+ o0y bu,n;
ed ora possiamo aggiungere che in questa formola & lecito di mu-
tare ogni elemento nel suo complemento ordinario; e perd se adot-

tiamo i simboli 4, ,, .., f., per indicare i complementi ordina-
rii di ¢, ,, a,,, b,,, si avra

4| a,,; a,, + etc.

G, 0, .8 QG Gy

Pr.7—ar,s Pyitape Byat o o o arn Bone

Ma ¢ agevol cosa di vedere che nclla precedente identita ogni ele-
8
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mento pud ancora mutarsi nel suo complemento algebrico. In
fal}i, se i due membri dell’ultima formola si moltiplicano per
(—1)™", e quindi gli esponenti de’ termini successivi del secon-
do membro si aumentino rispettivamente di 2, 4, 6,.., 2n, il ri-
sultamento si potra scrivere come segue

("’I)N")'rﬂ:(:l )H-'“r,xx (-1 )H_!pc,:+ (—l )N.“r,ax (—l)"'pl,l-l—
vo (1) ey < (—1)B, 03

e tenendo presente la solita notazione de’complementi algebrici,
si vede che questa formola equivale a

Cr=A;; B,,+A,, B, .+ +ArnBsa

donde poi si deduce che:
1N complemento algebrico di un elemento qualunque c,., del pro-
dotto di due determinanti equivale alla somma de’prodotti de’comple-~
menti algebrici degli elementi della r™® orizzontale del moltiplicatore
pe’ complementi algebrici dei corrispondenti elementi della s™ oriz-
zontale del moltiplicando.

69. Se sono identici i fattori P e Q del prodotto K, il teorema
del nun.® 66 si modifica come segue:

Ogni minore del quadrato K di un determinante P, operato per
orizzontali equivale al prodotto di due matrici di orizzontali di P,
definite rispettivamente da'numeri di ordine delle orizzontali e delle
verticali di K, le quali concorrono a formare il detto minore. E se
il minore & principale, esso allora equivale dl quadrato della ma-
trice di orizzontali di P, omologa a quella matrice di K, alla quale
appartiene il detto minore.

Cosl, supposto che il determinante K del n® 63 sia il quadrato
del determinante P, sard, per esempio,

Cx cx.|| =|0y,x Gy, g p:e:Cyp *

c'vl c"' a.:l al.. a..' A al,ﬂ
=lax.lax|l -+ axxaxsl + | -+ etc.

at.x an 2 a 4 n. as. 24
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§. VIL

DERIVATE E DIFFERENZIALI DE'DETERMINANTI.
70. Poiché nella formola

P=a, A, ;40 Ap A0 JAp A2+ aAy

le quantita a,,, a,,, etc: non entrano nella composizione de’coef-
“ficienti A, ., A, ,,etc: & chiaro che,se gli elementi di P sono tra
loro indipendenti, la derivata di P rispetto ad a,., si riduce al suo
coefficiente A, ,; vale a dire si ha
dP -
da = Avs

¢ quindi il seguente teorema:

Se gli elementi di un determinante sono tra loro indipendenti, la
sua derivala rispetto ad un elemento qualunque equivale al com~
plemento algebrico dello stesso elemento.

71. Ma questa proprietd & compresa in altra piu generale. Sia

Ors, Orpays et Ormam (1)

il prodotto di m elementi del determinante P presi in orizzontali
diverse, e verticali diverse; « il numero totale delle inversioni ne’
primi e secondi indici; e s’indichi con H il suo complemento al-
gebrico (n° 34); cosl I'espressione

(—-l)’a,.",! O s Qoo sm H @)

dinotera tutta la parte del determinante P, in cui entrano come
fattori i detti elementi; e percid la m™* derivata di P, presa suc-
cessivamente rispetto agli elementi medesimi si riduce sempli-
cemente a (—1)° H; cioé si ha

ap
- - =(-1)H;
dafnlx dafs,':' ° da"m;lm ( )

3

da che deriva il seguente teorema:
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Se gli elementi di un determinante sono tra loro indipendenti la
sua m.* derivala, presa successivamente rispeito ad m elementi di
orizzontali e verticali diverse, equivale al complemento algebrico del
loro prodotto, preso col segno proprio o contrario, secondoché il
prodotto, riguardato come algebrico, comporta il + o il —.

72. Dopo cid ¢ manifesto che I'espressione (2), ossia tutta la
parte del determinante P, la quale ha per fattore il prodotto (1)
Puo essere rappresentata da

d"P

a, s ar. sg°* arm s
’ ™"
1,83 » ’ ' da,.' 8 da,.’,,‘ .o

da

™m, Sm

73. Permutando come piaccia nel prodotto (1) o i primi indici,
o i secondi, astrazion fatta dal segno, si ha sempre un termine
di uno stesso minore, e che percid ha sempre uno stesso comple-
mento algebrico. Ora, supponendo scambiati tra loro due soli in-
dici, per esempio r, ed r,, quel prodotto si muta nellaltro

al’,,.:l ar‘.a. ar,.o, <« Gy

'm: ¢

il quale ¢ di segno contrario ad (1); quindi si ha

d"P

da,,’“ da,.h,. . da,m, -

=—(—1)'H;

e dal paragone di questa relazione con la (3) risulta

i SR a"p

da, ., da, ., ..da, ., da, , da, , .. da, .

Cid dimostra che due mme derivate del determinante P sono uguali,
ma di segni contrarii, se i denominatori de’simboli che le rappre-
sentano differiscono solo per lo scambio vicendevole tra due in-
dici sia de’primi, sia de’secondi.

7%. Supponiamo ora che ry, r,,.., ry, siano de’numeri cre-
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scenti al pari degli altri s,, s,,.., 5, intal casosiha¢=0,¢e
la (3) si riduce a :

ap

=H.
da, , da, ., ..da,

.

Cosl nella ipotesi attuale la derivata m™® di P equivale al com-
plemento algebrico del prodotto degli elementi, che figurano nel
denominatore del simbolo,che la rappresenta, o, ch’é lo stesso, al
complemento algebrico del minore formato dalle orizzontall e ver-
ticali che passano pe’fattori del prodotto; il quale & ora il termi-
ne principale dello stesso minore (n° 27). Quindi & che il com-
plemento algebrico di un determinante minore di grado m suole
indicarsi col simbolo esprimente la m™® derivata del primitivo,
presa successivamente rispetto ai principali elementi di questo
minore; ed in tal caso il segno, che conviene al complemento, &
immediatamente definito dalla somma di tutti gl'indici degli ele-
menti che figurano nel denominatore del simbolo (n.®29), la quale
attribuisce il 4+ o il —, secondoche & pari, o impari. Laonde si
ha per esempio

a’p

au Ay,s \'— da, . da, =003 Oy Crp + Oy
( 134 3

Comp.* alg.

Cya B4 By - Bn
a". a"‘ a':3 . a‘.ﬂ

a"" aﬂ:‘ a“:’ * a“v’

75. La proposizione del n° 70 conduce immediatamente al se-
guente teorema:

1l differenziale tolale di un determinante i di cui elementi si ri-
guardano come variabili tra loro indipendenti, equivale alla somma
dei prodotti dei differenziali di tutti gli elementi pe’'rispettivi com-
plemenn algebrici. - -

E opportuno di osservare che per ottenere con metodo ordina-
to questo differcnziale totale si pud formare un polinomio con gli
sviluppi simbolici del determinante secondo gli elementi o di tut-
te le.orizzontali, o di tutte le verticali; e quindi cambiarvi ogni
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‘elemento nel suo differenziale. Cosl supponendo che nel determi-
nante P tutti gli elementi a, , siano variabili tra loro indipenden-
ti, formeremo dapprima il polinomio

a!y!AIJ +al:lAlpﬁ+ e + ab‘ Al.ﬂ
+ a’.!Aﬂpl+aﬁ.lA..l+ e + a.ol A’,l

. . . . . . . . . . . .

+ a“llA’:x+a“|.A“9‘+ oot a“n'A’-'

e quindi mutando ogni elemento nel suo differenziale si avrd

dP= A, .da .+ A, da ,+...+A,da, o
-+ An,x da-,|+ As,sda:,-"" e +Aa.ndas.»

. . . . . . . . . . 3

+ Ap, Gy, +Ap 100y o - Ay 0day

= da:,x 1,8 * dax,u 4+ |8z G o+ Oy |4+
s

Ay Gyy . Gy da,, da,, . da,,
a,, a,

53 * Ogn Gy Gy Oy
Qu,y Ggq - Ggq Gy Ay - Gun

o] Gy Gy « G |7

a’,! al,. * a’.”

. . - .
e 4

aﬂ—!,l aH;l * aﬂ—!/ﬂ

da,, da,, . da,,

- 76. Se gli elementi di P sono funzioni di una variabile x,




55
dalle formole precedenti si ha subito la sua derivata espressa da

dp da, , da da,
dr Al.l dx"' -+ Ax,n - o+ At,n _d.’b:“
da, , da, da,
tha g Tt AL

. . . . . .

da da da
-+ Aﬂ.l d;': + Au,u%."! + - Aa,n d;’

dh ‘Eﬂ dax,u al.l al.l M al.ﬂ
dz 4z ° dz |'|da,, da,, da,,

2,1 LU
Gy Gys - Gyp dz dx dz
al.x al.l . al.. al'. T al.l * al.ﬂ

au.l au.l . an,u al.l au.: ° an.l

o |Gy Gyy - Oy
Gy Gan - Gy

Op—r,1 Op—sa - Gnan

da!l.l daﬁ,l da'..ﬂ
dz dx ~ dz

e pud enunciarsi il seguente teorema:

Se gli elementi di un determinante sono funzioni di una stessa
variabile la sua derivata sard uguale alla somma de’prodotti che si
ottengono moltiplicando la derivata di ciascun elemento pel suo com-
plemento algebrico.

77. Porremo ora in veduta un caso particolare di questo, teo-
rema che si rapporta ad importanti applicazioni. Siano y,, y,.
Yss .5 Yp funzioni qualunque di una variabile x, e conveniamo
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d'indicare le loro rme derivate con y, v, Yors Ysps + + » Yp.re PoStO
cid consideriamo il determinante di grado n

X=ly,
Yix
Y Yoz Ysa - Una

yl.n—x ys.n—t y:.n—l °

o Y% - Y
y‘.! y!,l * yn.x

yﬂ.ﬂ—l

nel quale gli elementi di una orizzontale qualunque sono le pri-
me derivate de’corrispondenti elementi della precedente. Pren-
dendo la derivata di X avremo per I'ultima formola

dx

Ti= Yz You
Yi: Yax
Yie Yas

yl.ﬂ—l ys.ﬂ—x M

Yna [T]Ys Ya * Yn
Yna Yr.s Ya,s * Yan
y”.l ’ yl.l Ya.s - yn.n
Ynn—r Yin—x Ysn—z » Ynn—s
oYy Ya * Yn

yx.x yn,l ° yn.x
yl.l ya.l . yn.n

yl.ﬂ yl.ﬂ * y'l.’l

ma in questi determinanti, fuorché nell'ultimo, vi sono sempre
due orizzontali identiche, e percid si annullano; dunque

ax__
dx ™

Ys
y!.l
y!,l

yl.ﬂ—l yt.ﬂ—l ys.n—-- * yﬂ,ﬂ—a

Yin

Ya Ys * Yn
yl.l yl.l M ya.:
yn.t y!.l ¢ yu.a

yu.n y&.l M yﬂ.ﬁ

valeadire per ottenere la derivata del determinante X basta cam-
biarvi gli elementi dell'ultima orizzontale nelle rispettive derivate.
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§. VI

SPECIALI TRASFORMAZIONI DE' DETERMINANTI.

Prima trasformaszione.

Decomposizione de’ determinanti in altri che hanno nulli
gli elementi principali.

78. Se si domanda tutta la parte di un determinante, la quale

non contenga alcuni de’suoi elementi, & chiaro ch’essa & cid che
diviene lo stesso determinante annullandovi gli elementi desi-
gnati. Si osservi intanto che lo sviluppo di un determinante dee
contenere termini in cui non figurano elementi principali; altri
in cui figurano ad uno ad uno; altri in cui figurano i loro pro-
dotti a due a due; altri co’loro prodotti a tre a tre, etc.; e che in-
fine vi sard un termine formato dal prodotto di tutti gli elementi
principali. E da notarsi tuttavia che non pud esservi alcun termi-
ne con n—1 elementi principali, dinotando n il grado del deter-
minante; perche, essendo n i fattori di ogni termine, se vi fosse
un termine con n—1 elementi principali, il fattore che .manca
non potrebbe essere che il restante elemento principale, senza di
che gli n fattori non apparterrebbero ad orizzontali e verticali di-
verse. .
Cid premesso dinotiamo in generale con P, Finsieme di tutti i
termini del determinante P, in cui si trovano gli elementi prin-
cipali ad r ad r; di modo che P, esprimera tutti quelli, in cui non
entrano elementi principali; P, quelli in cui entrano ad uno ad
uno; P, quelli in cui entrano a due a due; e cosl di seguito; avre-
mo in siffatta guisa

P=P,+P,+P,+ - +P,_,+P,;

Ma poi segue dalla osservazione fatta in principio che P, & cid che
diviene il determinante P, annullandovi tutti gli elementi prin-
cipali; inoltre che P, & la somma dei prodotti di tutti gli elementi
principali pe'rispettivi complementi, ne’quali siano annullati gli.

elementi principali; similmente che P, & la somma de’prodotti di
9
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questi elementi a due a due, dopo aver moltiplicato ogni prodotto
pel suo complemento, nel quale siano sempre annullati gli ele-
menti principali; e cosi di seguito fino a P,_,; mentre P,_, —0,
e P, & semplicemente il prodotto di tutti gli elementi principali,
vale a dire & il termine principale del determinante P.

Esempio:
abc|=02Dbc|+al0 |+b10 c|4+c"|0 b|+abc.
abel ldoc Vo a0 ao
abvel la"bv 0

Sceonda trasformaszione.

Sviluppo di un determinante secondo le potenze di una parte
comune a tulti gli elementi principali.

79. Supposto il determinante

X=|a, +z a,, Qs ¢ Gum
a’.l a'|l+w a". ° a.."
a, . a, ., a, ,+T . Gy
Qa x Ay,s Gp,s « Oyt

¢ manifesto che al suo sviluppo, ordinato per le potenze decre-
scenti di , pud darsi la forma

X=a"+8,8" " +8,2" "+ -+ +S,2% "4 .. 4-S,_ 2+,

e la quistione si riduce a determinare i coefficienti S,, S,,..S,.
In quanto all’'ultimo S, & chiaro ch’esso & cid che diviene il de-
terminante X ponendovi 2=0; e per conseguenza equivale al de-
terminante
P—=ja,, a,, - a,,
Qg x ac.s ° aa.n

a”.l aﬂ.t * al.ﬂ
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Ma per determinare in generale il coefficiente S, di z®" si os-
servi che il prodotto di qualunque principale minore di grado
n~—r del determinante X pel suo complemento ¢ una parte di
X (n° 32). Intanto, se dello sviluppo di un tal minore si consi-
deri il solo termine in 2™, & chiaro che il suo coefficiente, nello
sviluppo della detta parte, & cid che diviene il complemento po-
- nendovi =90, e sara quindi un principale minore di grador diP.
Ora,siccome il prodotto di ogni principale minore di grado n—r
di X pel suo complemento da luogo ad una somigliante conchiu-
sione, ne segue che S, ¢ la somma di tulli i principali minors di
grado r di P; e perd S, sard la somma di tutti i principali minori
di primo grado del determinante P, vale a dire sara la somma dei
suoi principali elementi; S, sard la somma de’suoi principali mi-
nori di 2° grado; S, di quelli di 3° grado; e cosl di seguito.

Supposto per esempio
X=|a+z b ¢ = &'+8,2°+8S,2+8S,

d bV+zc -

a +x

si ha
S,—a+b'+¢",S,=|a b |+|ac |+|bc|,S,=|ad c|
a’ b’l a’c 'b”c” alb ¢
a” b’ ¢’

Terza trasformasione.

Sviluppo di un determinante secondo i prodotti degli elementi
di due linee di nome diverso.

80. Se il prodotto algebrico di due elementi appartenenti a due
linee di nome diverso del determinante P, escluso I'elemento co-
mune, si moltiplichi pel suo complemento algebrico, si ha tutta
la parte di P in cui entrano come fattori i due elementi (n° 34).
Quindi se gli elementi di una delle linee si combinino in tutti i
modi con quelli dell'altra, uno ad uno, eccetto sempre 'elemento
comune, ed ogni prodotto binario si moltiplichi pel suo comple-
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mento, 'uno e l'altro riguardato come algebrico, la somma dei
prodotti dara tutta la parte del determinante P, dipendente dagli
elementi delle due linee, meno quella che dipende dal loro ele-
mento comune; e da cid poi risulta la seguente proposizione:

Se il prodotto algebrico di ogni elemento di una linea per ogni e~
lemento di un’ altra linea di nome diverso, escluso U elemento comu~
ne, si moltiplichi pel suo complemento algebrico, la somma dei pro-
dolli, aggiunta a quello dell’ elemento comune pel suo complemento
algebrico, riproduce il dato delerminante,

Per tradurre questo teorema in formola supporremo che le
due linee di nome diverso siano la ™ orizzontale e la s™ verti-

~ cale del determinante P; ed allora chiamando S la somma dei pro-
dotti di cui ¢ discorso, si avra dapprima

P=af.lAf.l+s'

Cid premesso siano i e k due numeri qualunque della serie 1, 2,
3, .., n; se ammettiamo che i sia diverso da r, e k diverso da
s, sara a,,, a,, il prodotto di due elementi appartenenti alle due
linee, che si considerano, diversi dall’elemento comune a,,. Ora
¢ chiaro che nello sviluppo di P i due prodotti a,  a;,ed a,, a;;
hanno coefficienti uguali e di segni contrarii, perciocché le due
parti di P dipendenti da questi prodotti si possono rispettiva-
mente esprimere (n.° 72) con :

ap d’P

Qg Qs 5———  »  Opy Qip 5=
e da, da;, " da, , da;;

¢ pel numero 73 si ha

3 . 2
dar.k dai.c dar,a dat',k ’

ma siccome di queste due parti la seconda, che dipende dal pro-
dotto a,, a;, ¢ compresa nella espressione a,., A, ,, risulta che
se si dinota con «g il complemento algebrico dell’ elemento a,,
considerato nel determinante A,,, questa parte potrd essere
cspressa da @y, @;, oy ; ed in conseguenza sard —a,; &y, o,
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tutta la parte di P che dipende dal prodotto a,, a;,. Cosi que-
st’ ultima espressione ¢ quella di uno dei termini della somma
figurata da S; ma si comprende che da essa si possono dedurre
futti gli altri termini di tal somma, dando a ciascuno degl’ indi-
ciiektuttiivalorii,2,3,..,n, escluso tuttavia r tra i valori
dii, ed s traquelli di k; allera, rimanendo sottintesa questa
esclusione, sara lecito di scrivere :

5= R s s k> -

e si ha la seguente formola ‘

R =0y A, ""‘}; ar;k Gsis 055 (l)
i, o . :

nella quale adunque bisogna tener presente che «;, esprime il
complemento algebrico dell’elemento a;; , preso non gia nel de-
terminante primitivo P, ma sibbene nel determinante A, ,; e che

di piu si ha .
i=1,2,8,00,r‘—"1, f'_-l-l,..n " "=1,2.3,..,8—1, s+1,00,”0
Supposto per un esempio | |
P= 0 al" all al‘
an a'n an au
all au a!! al4
Gz Qg Gy Gy
se si applica la formola alla prima orizzontale ed alla prima verti-

cale si ha semplicemente

=050, %k
ik

i=2,3,4 , k=23,%,
e quindi - ' . .
Gyg Gyy Ggq =+ Gyy Gyy @y + Gy Qgy 2y,
P;'— + ‘_au' Gyy 2yq 1+ Gy Gyy 55 —+ Gy Gy 2y o
Oy Ay oy Ay Qg 2y Ay G gy o

‘dove resta solamente a sostituire ad an,Aa,,, etc.. 1 loro valori
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come complementi algebrici degli elementi a,,, a,, etc. a ri-
guardo del determinante

A, =0, a,, 6y |»

all all a“
a, a,a,
e pei quali si ha
Iau Gy | » 2y =—]8,, @, | , etc.
a,a a,, a,

81. In generale & da osservarsi che la caratteristica del com-
plemento di un elemento a;, a riguardo del determinante A,, sa-
rebbe i+-k—2; ma & chiaro che il segno che compete al detto
complemento, riguardato come algebrico, & quello definito dal
simbolo (—1) ** (n° 30).

Quarta trasformaszione.

Una trasformazione del prodotto di due determinanti.

82. Questa trasformazione pud formolarsi nel seguente teorema:

Il prodotto di due determinanti di grado n pud essere espresso
con una somma di prodom di due determinanti dello stesso grado
n. I due fattors di un prodolto qualunque sono cio che divengono
i due determinanti scambiandovi una matrice di m linee dell’ uno
con una matrice di m linee dell’ altro; ed il completo sistema dei
prodotti si otterra operando il detto scambio ira una matrice fiss@
dell uno, e tutte le matrici dell’ altro, che si formano combinandovi
ad m ad m sia le orizzontali sia le verticali.

Siano i due determinanti di grado n
P=|a,, a,, a,, . a,, sy Q=]b,, b, b, . b,
al,! aﬁ,’ al.. ° aﬂ,“ b’,! bl,t b!,! M bl.l

aﬂ.l aﬂ,l aﬂ,l * aﬂ,ﬁ bﬂ,! bﬁ,l bﬂ,l M bﬂ,’l

e supponiamo che la ™ matrice di m verticali di P (n° 87) sia
scambiata con le successive matrici di m verticali di Q; allora se
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dinotiamo con P, ,, P,,, P,,,etc: cid che diviene il determi-
nante P quando alla sua r™* matrice si sostituiscono le successive
matrici di Q; e con Q,,, Q,,, Q,, etc: cid che diviene il de-
terminante Q quando alle sue successive matrici si sostituisce
la ¥™* matrice di P, il teorema si traduce in

PQ=P,,Q; r+P,.Qsr+Pr.Qsr+etc: )

Considerando dapprima il caso di m=1, si tratterd di scam-
biare la r™ verticale di P con ciascuna verticale di Q; anzi per
meglio fissar le idee (senza restringere le conchiusioni), por-
remo r—1; il che importa lo scambio tra la prima verticale di P,
e ciascuna verticale di Q; e perd in tal caso avremo

Pr.|= bx.x al.: al.l . ax,n Qx,r= a;.l bl.l bl,l . bx.n
bl.l al.s al.l . an,u an,x bs.l 2,3 ° bn.a
Pr,:= bl.l al.l ax,: . ax,a Qn,r= bx.l ax,x bl.l * bl.u
bl,l aa.a ax,s . an,a ba,t al,l bs,: . bn,n
Pr,a= bx.l al.s ax,t * al,ﬂ ‘Qs,r'—- bl.l bl,l ax.x * bx.ﬂ
bl.l ax,n aa.t . an.n bn,: ba.s aa.: . bs.n
etc. etc. etc. ’ etc.

Sviluppando questi determinanti secondo gli elementi delle linee
scambiate si hanno i due seguenti sistemi di relazioni

Pr.x = bx.x Ax,x + bl.! A:.x —+ bs.x A:.x + etc. ,
Pr.s = bl.l Al.l + bl.l Au.x + bs.s A:.x + etc. ’
P.,= b:,s A, + ba.l A, + b, s A,, + etc.,
Qx,r= a,., Bx.x —+ ap.x Ba.x +a,,; B:.x =+ etc.
Qs.r= al.l Bl.a -+ aa.: Bn,t -+ al.l Bl.l + etc.
Qs,r =a,, Bf,l —+ @y, Ba.a -+ a,,. Bn,: + etc.

3)

N — . N 7
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Cid premesso, se si moltiplicano i polinomii del sistema (2) pe
corrispondenti polinomii del sistema (3), la somma de’ prodotti
esprimera il secondo membro della (1). Ora distingueremo i ter-
mini di questa somma in due classi, secondoche risultano dal mol-
tiplicar tra loro termini che in ogni coppia di polinomii sono di
ugual posto, come i primi, i secondi, etc: ; o sono di posti diver-
si. In quanto ai termini della prima classe, considerando in ge-
nerale quelli che provvengono dal moltiplicar tra loro i termi-
ni ™ de’ polinomii in (2) pe’ termini ™ de’ polinomii in (3), &
chiaro che per la loro somma si ha I'espressione

*

ai.xAi.x (b‘JB‘.I -+ bl',lB‘.l -+ bo’.lBt',l + étc’ ) ’

la quale pud tenersi come tipo generatore di tutt'i termini della pri-
ma classe, poiché ne derivano dando all'indice i tutt’i valori 1,2,
- 3,..n; ma siccome per ciascuno di questi valori la quantita
chiusa tra parentesi equivale sempre al determinante Q, ne segue
che il detto tipo pud mutarsi in a;,A;,Q; quindi la somma di
tutti i termini della prima classe risultera espressa da

(al.xAl.l -+ al,lAl.l —+ as.rAl.n -+ etc') Q ’

ed equivale in conseguenza al prodotto PQ.

Rispetto ai termini della seconda classe, considerando la som-
ma di quelli che provvengono da’termini i de’ polinomii in (2)
e da’termini k™ de’polinomii in (3) si ha I'espressione

ay,y A(.x (bi.t Bk.x -+ b‘.l Blm -+ bd,t Bﬁ,o -+ etc')

da cui si dedurrebbero tutti i termini della seconda classe, pren-
dendo per sistemi di valori di ¢ e k le combinazioni binarie de’nu-
meri 1, 2, 3,.., n; ma quindi ¢ palese che la loro somma &
nulla (n.° 46). E da cid risulta in fine che la somma de’prodotti
de’polinomii in (2) pe’corrispondenti polinomii in (3) si riduce
semplicemente a PQ, rimanendo cosi dimostrata la relazione (1)
pel caso che abbiamo considerato.

La dimostrazione pel caso generale & assolutamente la stessa
modificando convenientemente la notazione. Pertanto dinoteremo
conh,,, h,,,h,,,etc: i determinanti ordinati della »®* matrice
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di m verticali (n° 57) del determinante P, e con H, ,, H, ,, H, ,,
etc. i loro complementi aigebrici; e similmente indicheremo con
k.., k., k,,,etc. isuccessivi determinanti della ™ matrice di
m verticali di Q,e conK, ., K, ., K, ,, etc. i rispettivi comple-
menti algebrici. Allora sviluppando i determinanti P,,, P, ,,
P.,,etc. e Q,,, Q.y, Q,,, etc. secondo i minori compresi
nelle matrici scambiate, avremo i due seguenti sistemi di re-
lazioni

Pr,t =k, H,,+k,, H,,+k, H,, + elc.
P..,= k:.n H,, 4k, H,, + ky,a H, , -+ etc.
P.,=k,H,  +k, H, 4k, H, 4 etc.

. .

(%)

Qx,r = hl.r Kt.x -+ hs,r K., + h,, K,’, -+ etc. )
Qs.r == hx.f Kl.. -+ hn.r Ka.s + h:.r Ka.n -+ etc. ( )
Qa.r = hx.f Kx.. -+ hg,r K,,. -+ h,_' K.‘. -+ efc. 5

. . . » . . . .

ai quali si applica parola a parola tutlo cid che si & detto a ri-
guardo de’due sistemi considerati nel caso precedente; e quindi
si conchiude esaltamente nello stesso modo che la somma de’pro-
dotti de’polinomii in (4) pe’corrispondenti polinomii in. (5) equi-
vale al prodotto PQ, ch’¢ quanto dovea dimostrarsi.

Esempii :

abl|xzy

albl xlyl
=‘wb ' I H xb
xlb’ yb’ ‘za bl 7 ay mlbll
T F*I | P P ll
al alt zy a6"
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a bcjjz y =

a b |y =&

a’ b el 2y z"

=xbeciay z|+lydbczraz+|zdbcilzyal
YV ||ladyz| |ybc|zasg] |72y a
'V ey | |y V|la"a"s"] |3V |2y a"

83. Dal teorema precedente si deduce immediatamente I'altro
che segue:

Dati due determinanti di grads uguali P e Q si formi una prima
serie di determinanti P, ,, P, ., P, ,, etc., sostituendo sempre alla
™ matrice di m linee parallele di P le matrici ordinate,sia di oriz-
zontali, sia di verticali di Q; e quindi una seconda serie di deter-
minanti Q, ,, Q, ,, Q,,, etc., sostituendo alle matrici ordinate di Q
la matrice s™ di P, diversa dalla r™*. Posto cio, se i determinanti
della prima serie si moltiplichino pei corrispendenti determinanti
della seconda, la somma de’prodotti & nulla; vale a dire si ha

Pr, le.0+Pr,aQM+P,-' ,Q.' ,+etc..=0.

In fatti questa trasformazione equivale ad applicare il teorema
precedente al caso in cui le m linee della ™ matrice del deter-
minante P fossero cangiate nelle m linee della sua s™® matrice;
di modo che questo determinante avrd per lo meno due linee pa~
rallele identiche ; ed in conseguenza & nullo. Cosi supposto per -
esempio i due determinanti

P=jabdc y Q=2 y 3z},
al br C, wr yl zl
all bll cfl . xll ylf Z”
se si cambia la prima verticale di P nelle successive verticali

di Q, e quindi invece di cambiare le successive verticali di Q
. nella prima verticale di P, come lo esigerebbe il primo teore-
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ma, si mutino per esempio nella sua seconda verticale, si avra

zbellbyz|+lybec|lcdbz|+zbec|ley b|=0
dVc||Vys| Wb e|lebz| [Zbc|le’yl
2V Ny WYl Y Y "y Y
il che torna lo stesso che applicare il primo teorema al prodotto
identicamente nullo
bbe|jx y =2
bl bl c’ xl y’ zl
Vel |a"y 3

§. IX.
DETERMINANTI RECIPROCI.

84%. Se in un determinante si cambia ogni elemento nel suo
complemento algebrico si ha un determinante che dicesi recipro-
co del primitivo; e perd chiamando R il reciproco di P sara

P=|a,,0,, - 00| » R=]A;; A, . Ay,
aa,x aa,a M a:.n Aa.x Al,l M Aa,ﬁ

. . . . . . .

Ap,z Qpg - Gpn An:Ans - Aps

Quindi, se una linea di P si moltiplichi per una linea di egual
nome in R, il prodotto & uguale a P, se le due linee sono omolo-
ghe; ed & nullo nel caso opposto (n° 46); e percid, moltiplicando
P per R, ogni elcmento principale del determinante prodotto sa-
ra uguale a P, e tutli gli altri saranno nulli. Avremo adunque
PR =P", ossia R=P"*; e ne risulta che:

1l reciproco di un primitivo di grado n equivale alla potenza di
grado n—{ del primitivo. E se il primitivo é nullo, anche nullo ¢é
il suo reciproco.

85. Ecco una proprieta de’determinanti reciproci di molto in-
teresse nelle applicazioni.

Nel reciproco ogni minore di grado m equivale al complemento
algebrico del suo omologo nel primitivo, moktphcato per la poten-
za (m—1)™* dello stesso primitivo.
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Siaho P,, ed R,, due minori omologhi di grado m del deter-
minante P e del suo reciproco R, e sia P’,, il complemento ordi-
nario di P,; ma supponendo in primo luogo che P,, ed R,, siano i
principali minori nelle prime m orizzontali, e nelle prime m ver-
ticali de’primitivi, avremo’

‘o —_—

P o=|n 1m+s Omrzmes * Omirn s Ry= Ac AL - A,
Apprg,m+1 Cinra,m+s © Cmisn A, An,a . An.m
Qa,m+x An,m+a * Ou,n AniAms- Apym

Or si osservi che R,, equivale al determinante di grado n

Al.l Al.i M Al.m Ax,m+l Al,"H-l M Az.»
A:x Au.; "An.m Aa.m-ﬂ Al,m—bi ¢ A:.ﬂ

AM,! Am.: ° Am,m Am.m-o—x AM.M * AM,I
o o0 .o 1 0 . 0
0o o0 . o 0 1 . 0
00 .0 o o .1
il quale @ cid che diviene R, annullandovi gli elementi delle ul-

time n—m orizzontali, eccetto i principali, ai quali & sostituita

Funitd.Quindi il prodetto di P per quest’ultimo determinante sara
uguale a PR,, ; ed effettuando la moltiplicazione per orizzontali,
con prendere P come moltiplicatore, verra

PRm= POO . O Gy m+x Qs m+a o OGyp
0 P 0 . 0 a.'m_, a.’m—‘ . a’,ﬂ
oopP . O Ay mrx Qs mia o Gy

000 . Paymer Gumis - Oman

000 . 0 Qs 5, m+1 am+r.m+a ] am—ﬂ,n

.

0 0 0 ° 0 an,m-t—l an.m+z M an,n
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Ma questa relazione si trasforma evidentemente in

PR, =P,P"; . M)
e ne risulta in ﬁrie )
Rm=i)lmpm#-l’

il che & conforme al teorema pel caso considerato, perciocché es-
sendo P,, un minore principale, il suo complemento ordinario P/,
non & diverso dal complemento algebrico.

E ora agevole la dimostrazione del caso generale. ln fatti, se
si trasforma il determinante P, portandovi in primo luogo, ed in
ordine diretto, le m orizzontali e le m verticali che concorrono a
formare il minore P,,, chiamando x la caratteristica di questo
minore, e 1 il nuovo determinante, si avra (n® 39. 11),

n=(1yP; @

ma intanto il minore P, ed il suo complemento P',, si riprodu-
cono in It come principali minori complementari, I'uno nelle pri-
me m orizzontali e nelle prime m verticali, I'altro nelle rimanen-
ti. Dopo cid, se si trasforma il reciproco R della stessa maniera,
il minore R,, si riprodurrd ancora nel trasformato come il prin- .
eipale minore nelle prime m orizzontali e verticali; qmndl si hu
conformemente alla (1) :

u R, =P, P";

e poscia in virtu della (2) si avra, come dovea dimostrarsi,

R,=(—1)*P', P™". 3)
Esempii. Supponendo m=2 si ha -
Ars Ary |=ArAp, v —AryAp,, = Eﬁdpa—,.f,: P
AvsAry
o con altra notazione ‘
ap dp ap dp 4P

da,,, da,', s da,.',r da,',, - da,.,, d_a,.:,,:
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Per m=3 si avrebbe

_ d'P pe.
- dar,: day,p dap:, ’

Ary Ary Ay
Af’,o Ar’,:' Ar’,:"
A’JI' s A,JI’ ‘I AP". .u

e cosi di seguito.

E per considerare ancora qualche caso piu concreto, suppo-
niamo che P sia un determinante di 5° grado; cosi avremo per
esempio

A, A |=]a,06,0,|P ; [A, ;\n A, l=—]a, Cux |
A" A" al] all a’l A" An A“ a" a“
a‘! au a" A’x A'. A"

In queste formole il segno del secondo membro & immedia-
tamente definito dalla caratteristica di uno dei determinanti mi-
nori che sono nei due membri, e per conseguenza dalla somma
degl’indici de’principali elementi dell'uno o dell’altro minore; op-
pure dalla somma degl’indici degli elementi che figurano nel de-
nominatore del simbolo di derivazione: somma che attribuisce
il + o il —, secondoche & pari, o impari. Questa regola & di-
versa, e molto pili semplice della ordinaria, la quale consiste nel
paragonare le due permutazioni dei primi e secondi indici nella
serie completa de’ principali elementi dei due determinanti nel
primo e secondo membro, e che attribuisce il + o il —, secon-
doche le due permutazlom sono della stessa classe, o di classe di-
versa (%).

86. E opportuno di notarsi che, nella ipotesi di m=1, il teo-
rema equivale a dire che: ogni elemento del reciproco é il comple~
mento algebrico del suo omologo nel primitivo; il che rlproduce la
definizione del reciproco.

87. Siccome a riguardo di un primitivo di grado » il comple~
mento di un determinante minore di grado m & un altro minore

{) Vedi Baltzer, §. 7, 2, Beispiele.
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di grado n—m, & chiaro che il teorema pud anche enunciarsi co-
me segue:

Nel reciproco di un determinante di grado n il complemento alge-
brico di qualungue minore di grado m equivale all’omologo di que-~
sto minore nel primitivo, moltiplicato per la potenza (n—m—1)™*
dello stesso primitivo.

Nel caso particolare di m=1 questa proposizione equivale a
dire che:

Il complemento algebrico di un elemento del reciproco equivale
all'omologo di tale elemento nel primitivo, moltiplicato per la polen-
za (n—2)™ dello stesso primitivo.

Vale a dire si ha in questa ipotesi .

dLAl‘,: =a,,P*. ) (&)

88. Nella teoria de’determinanti reciproci & un caso merite-
vole di attenzione quello in cui il primitivo & uguale all'unita,
perché allora tra il primitivo ed il reciproco si stabilisce una per-
fetta reciprocanza. In fatti se P—1, si ha pure (n° 8%) R=1.
Inoltre in questo caso la (3) si riduce a

Rp— (_1 )’t P'm ’

ma, dinotato con R’,, il complemento ordinario di R,,, si avra
inversamente (n° 87) '

P,—(—1)*R',;
cio¢, qualunque minore del primitivo equivale al complemento
algebrico del suo omologo nel determinante reciproco. In fine,

mentre si ha per ipotesi A, ,= 3‘:11’ reciprocamente si ha per
N .8 .

la(%), a,,= 3% ; vale a dire, mentre R & il reciproco di P, viee-

versa ¢ P il reciproco di R. -
89. Un altro caso osservabile &, quando il primitivo & nullo.
Allora non solo & nullo il suo reciproco (n® 84), malo ¢ pure ogni
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minore di grado maggior di uno, perché¢ esprimibile con un prow
dotto che ha per fattore il primitivo (n°85).Applicando per esem-
pio questa proprieth a'minori di 2° grado compresi nella matrice
costituita dalle orizzontali r™* ed s™* del reciproco, avremo la se-
rie di identitd

Af,l A,.'.,_—..o ’ Ar.: Ar.:
Aa,x Am Ax Am

dalla quale risulta la serie di rapporti uguali

=0,

Ay Am|=0 , ete.
Al.! Al.‘

Al. x o Al.! - Al:' Ah‘

e quindi la proporzione
Ap i Ap i Ap i et A=A, At A0 0t A,

la quale dimostra che:

Se un determinante & nullo, gli elementi di qualunque linea del
suo reciproco sono proporzionali agli elementi di ogni alira linea
dello stesso nome. Ovvero:

Se un determinante é nullo i complementi algebrici degli elementi
di una linea qualunque sono proporzionali ai complementi algebrici
di ogni altra linea dello stesso nome.

90. Siano P e Q due determinanti di grado n; P’ ¢ Q' i loro
reciproci; ¢ pongasi

K=PQ . KI=PIQ! :
ed essendo (n° 84) '
p'—_:P‘"-—l , Q'-_:_Q”—! ,
risulterd
K'=K".

Cid dimostra che K', prodotto de’due reciproci P’ e Q', esprime
il valore del reciproco del determinante K, prodotto de'due pri-
mitivi P e Q; ma non & lecito di conchiuderne che K' & precisa-
mente il reciproco di K nel senso che ogni elemento di K' sia il
complemento algebrico del suo omologo in K. Ora importa di di-
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mostrare che questa circostanza si verifica in effetti qualora la
moltiplicazione di P per Q, e quella di P’ per Q' siano-operate
della stessa maniera. Supponiamo

P=340a,,08,4..:0pq » PP=3A, A, ... A4,
Q=:4b,,byy...bpn » Q=:xB,,B,.... Byn,
K=:+ Crx Caaeee o > K'= Iy Yam et Tnamd

“e ritenuto che le due moltiplicazioni siano entrambe operate per
orizzontali avremo (n° 63)

Crs =0, bs,x +a; b:.s +rea, g ba,n ’
Vrs =— A B, A B A, B, >

Ora la seconda relazione fa vedere che 4, & il complemento al-
gebrico di ¢,, (n® 68); e ne risulta che ogni elemento di K' & il
complemento algebrico dell’ elemento omologo in K ; cosi per la
consueta notazione sara ,, = C,.,, e di seguito

K=:4+0C,,Cq..-Cppn-

Dopo cid possiamo conchiudere, che:

Se si moltiplicano della stessa maniera tanto due determinanti,
quanto i loro reciproci, il determinante prodolto de’primi ha per
reciproco il determinante prodotto degli altri. :

§. X.
DETERMINANTI SIMMETRICI, GOBBI SIMMETRICI, E GOBBI.

91. Oltre ai determinanti simmetrici, ne’ quali ogni elemento
¢ uguale al conjugato, sono da distinguere i gobbi simmetrici, ed i
gobbi. Un determinante dicesi gobbo simmetrico, se ogni elemento
& uguale e di segno contrario al conjugato; il che importa che gli
elementi principali debbano esser nulli. E chiamasi gobbo, se ogni
elemento non principale & uguale, e di segno contrario al conju-

gato.
Adunque, mentre nel determinante simmetrico due linee con-

jugate qualunque sono tra loro uguali, nel gobbo simmetrico poi
11
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sono uguali, ma di segni contrarii ; e tali son pure nel gobbo,
fatta perd astrazione dall’elemento comune. Intanto a qualun-
que di queste tre specie appartenga un determinaate P, potremo
sempre supporre

P= G 8y - G053
a,,a

.
2,5 8,8

. .

al.l'al.! ° aﬁ.ﬁ

ben vero, se P & simmetrico i suoi elementi dovranno verifica-
re la condizione a,,=— a,,; se gobbo simmetrico dovra essere
a,,=——a,,, donde risulta a,, = 0; e finalmente, se P & gobbo,
dovra esser pure @, ,——a,,, a patto perd che glindici r ed s
siano disuguali.

92. Noi passeremo ora ad esporre alcune delle principali pro-
prieta delle dette tre specie di determinanti, che sono di grande
interesse nelle applicazioni, premettendo qui una osservazione
comune a tutti, cioé che: i loro principali minori determinanti so-
no rispettivamente della stessa natura de’primitivi; vale a dire sim~
metrici ne’primi, gobbi simmetrici nei secondi, e gobbi negli ultimi.

Determinanti simmetriel.

93. Se in un determinante simmetrico si considerano due mi-
nori conjugati (n® 28) subito si riconosce che le successive oriz-
zontali dell'uno sono ordinatamente identiche alle successive ver-
ticali dell’altro; e quindi:

1 minori conjugali di un determinante simmetrico sono ira loro
uguali; ed uguali son pure i loro complementi, anche riguardati
come algebrici.

94%. Segue in particolare da questa proposizione che nel deter—
minante simmetrico i complementi algebrici di due elementi con-
jugati sono tra loro uguali. Cosl in questi determinanti, mentre
si ha per ipotesi a,,==a, ., risulta ancora A, ,= A, ,; e da cid
poi segue, che:

Il reciproco di un determinante simmetrico é pur esso un deter-
minante simmetrico. -
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95. La formola (1) del n.° 80 pud farsi utilmente servire allo
sviluppo de’determinanti simmetrici, applicandola specialmente
a due linee conjugate. Messo per tanto » — s quella formola di-
viene

P=a,, A,, 2 Ork Gir %k
dove bisogna rammentare che «;; dinota il complemento algebri-
co dell'elemento a;, preso nel determinante A,.,; e di pilt che
glindici ¢ e k debbono prendere tutti valori 1,2, 3,.., n, ad
eccezione di r. Ora, se P & simmetrico, si ba a;,=a, ;; e quin-
di potremo scrivere invece

F —0yr Ar,r —'zk Ay i Ork ape 7 (1)
by

Intanto i termini della somma accennata dal = sono da distin-

guersi in due classi; I'una che comprende i termini nascenti da

valori uguali di § e k, I'altra da valori disuguali. In quanto ai pri-

mi il loro aggregato pud essere espresso da = ag; «;¢, I'indice
1 3

dovendo prendere tutt’i valori 1, 2, 3, .., n, escluso r. Rispetto

ai secondi & evidente ch'essi a due a due sono uguali, perché es-

sendo A,, un determinante simmetrico (n°92) si ha o=y

(n® 94); quindi I'aggregato de’ termini della seconda classe puo es-

sere espresso da 2 _zka,.,‘a,.,,, a;3; ed in conseguenza si ha la formola
,’

. .
P=a, A, ,—za;;a;—2 ?:kar.i Ay k %k @
1 1

£

nella quale adunque la prima somma si estende a tutt’i valori di ¢
compresi nella serie 1, 2, 3, ..r—1, r+1,.., n; mentre nella
seconda i sistemi di valori di i e k sono tutte le combinazioni bi-
narie de’numeri medesimi.

-Supponendo per esempio
P = all a!l all
a’l ali asa
all ali au
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ed inoltre r=1, si ha dapprima

P= a,, Au - (a:: agq + a:a “u) - 20,, Qyy gy 3

An=

ma essendo
an al&

a!l all
e quindi «,,—a,,, «,,=—0a,,, 2,y =—a,, ——4a,, , risulta in fine
P=an Ggs Gy, + 2anan gy — (an a:a +a,, a:a +a,, a:l) .

96. Considerando per un altro esempio il determinante sim-

metrico
U=

u, u, U, .U,
Qyy Gpa Gy - Gy g
Uy Gyy Gy Ggy - Gy
Uy Gy Gyq Gy + Gy

. . . .

uﬂ aﬂ.l aﬂ,! aﬂ,l . aﬂ,ﬂ

il quale si riduce al determinante P, sopprimendone la prima
orizzontale e la prima verticale, & chiaro che per questo caso le
formole (1) e (2) divengono rispettivamente
U=uP—zuu.A;, 3)
ik

1,

U=uP —z uj A i—2 _zk“.' U Ag s %)
i i,

dove A;, esprime al solito il complemento algebrico dell’elemento
a; . preso nel determinante P; e le somme dovendo estendersi a
tutt’i valori 1, 2, .., n degl'indici i e k; ben vero per cid che
riguarda I'ultimo termine della (4) i sistemi di valori di i e k so-
no le sole combinazioni binarie de’'medesimi numeri.

Quando nel proposto determinante U & nullo I' elemento figu~
rato da u, vale a dire quando si ha u—o, le due ultime formole

si riducono ad
U=—: U; Uy Ai,k H (5)
ik

U=—zu Ay —22 00 Ay (6)
i C bk

1
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Applicando per esempio la (6) al determinante

" U=|0 u, u, u,
ul all all al.
ul all an a“
ul all all alJ

osserveremo che nella prima somma 1'indice ¢ prende i valori
1, 2, 3; mentre le combinazioni binarie di questi numeri sono i
sistemi di valori di ¢ e k nella seconda somma; e pereio si ha

U=_ (Allu:-'.A!lu: +Atlu: +2Al.ulu. +2A!!“1“J +2Al'ulut)

dove piu non resta che sostituire in luogo di A,,, A,,, etc. i loro
valori come complementi algebrici degli elementi a,,, a,,, etc.
a riguardo del determinante P di 3° grado.

97. Come casi particolari degli esempii precedenti notiamo i
seguenti determinanti:

0abd|=2abec.
a0lc
beoO

011 1|=]|0abd c|=a*+b"+c"—2a"h*—2a’c*—2b"%".
10| [a0cd
1¢0 a* bcOa
10 a0 cbal

0111—= Va Vb V¢ [=a"+b'+c"~2ab—2ac— 2be.
10cb Va oye Vb
tco0al Wo/c o0Va
1ba0| lyoyEya o

98. Cercando la derivata del determinante simmetrico P, ri-
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spetto ad un elemento qualunque a,,, si ha dapprima (n°. 76)

ma essendo a,, = a,., la derivata che figura nell’ ultimo termine
equivale ad 1; ed & inoltre A,, = A,, (n° 94); dunque risulta

dp
da,,

=2A,,.

Vale a dire:

La derivata di un determinante simmetrico rispetto ad un ele-
mento qualunque equivale al doppio del complemento algebrico dello
stesso elemento.

Beterminantl gobbi simmetriel.

99. Per le condizioni di due minori conjugati di un determi-
nante gobbo simmetrico & palese che le successive orizzontali del-
1" uno sono uguali, ma di segni contrarii, alle successive verticali
dell’ altro; e perd quelle diverrebbero uguali a queste, mutando i
segni a tutte le linee di uno stesso nome dell’ uno de’ due minori;
ma cié non altera un determinante, se di grado pari, e fa solo
mutarlo di segno, se di grado dispari; dunque:

In un determinante gobbo simmetrico i minori conjugali sono u~-
guali, se di grado pari; ed uguali, ma di segni contrarti, se di grado
dispari.

100. Da questa proposizione risulta in particolare, che:

I complementi di due elementi conjugati di un determinante gobbo
simmelrico sono uguali, se il primitivo ¢ di grado dispari; e sono
uguali e di segni contrarii, se il primitivo é di grado pari.

~ 101. Supposto che P sia gobbo simmetrico s’ indichi con n cid
ch’esso diviene mutando i segni a tutte le linee di uno stesso no-
me; cosi le orizzontali di ir saranno identiche alle verticali di P ;
e sarh percid 1="P; ma, se il determinante ¥ & di grado dispa-
ri, & pure B—=—P; dunque in tal caso si ha P==0;e quindi risul-
tano le seguenti proposizioni.
1.0gni determinante gobbo simmetrico di grado dispari é nullo.
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I1. In qualunque determinante gobbo simmetrico i principali
minori di grado dispari sono nulli (n° 92). E nulli son pure i loro
complementi, se il primitivo & di grado pari.
“I11. Ne’ gobbi simmetrici di grado pari é nullo il complemento
di ogni elemento principale.

102. Segue da cid che, se gli elementi del determinante P sod-
disfano alle condizioni @, ,—~—a,,, a,,=0, quando P ¢& di
grado pari sard pure A,,——A,,, A,,=0; mase P é di grado
dispari, si avra solo A,,=A,,. Cosi:

1l reciproco di un determinante gobbo simmetrico di grado parié
similmente gobbo simmelrico. Se pot il primitivo é di grado dispart,
il suo reciproco é semplicemente simmetrico, ma nullo al pari del
primitivo. '

103. Ed essendo nullo e simmetrico il reciproco di un deter-
minante gobbo simmetrico di grado dispari, anche nullo e sim-
metrico sara ogni principale minore dello stesso reciproco di grado
maggior di uno (n° 89, 92). Quindi considerando in generale un
principale minore di 2.° grado, si avra la relazione

Arr A, | =0

Al,‘!’ Al,l

dove A, ,—A,,; e dalla quale percid risulta
A:',s = Af,l‘ A,

e conseguentemente

A= \/Ar,r A

Questa formola per tanto da origine alla proporzione continua

A i ApatAg, i \/_,_, \/A.. \/—: \/‘:‘

da cui rilevasi, che;

I successivi elementi di una linea qualunque del reciproco di un
determinante gobbo simmetrico di grado dispari sono proporzionali
alle radici quadrate de’ suoi successivi elementi principali. E di piv
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che il segno di una qualunque di queste radici, il quale pud pren-
dersi ad arbitrio, determina i segni di tutte le alire.

104. I determinanti gobbi simmetrici di grado peri son poi do-
tati- della proprieta notevole di essere quadrati perfetti: proprietd
immediata per quelli di 2° grado, poicheé si ha

0a
—a 0

=+a';

e che in generale si dimostra assai facilmente come segue.

Supposto che P sia un determinante gobbo simmetrico di grado
pari, s’ indichi con R il suo reciproco, che sara pure gobbo sim-
metrico (n.° 102); e siano P, ed R, due principali minori omo-
loghi di 2° grado di P ed R; i quali saranno della stessa natura
di questi primitivi; allora se dinotiamo con P’, il complemento
di P, avremo (n° 85)

R,=P P.

Intanto, essendo P un determinante gobbo simmetrico di grado
pari, P’,, ch’é complemento di un suo principale minore di 2°
grado, sard pur esso un principale minore di grado pari; e pro-
priamente di grado 2°, 4°, 6° etc. secondoche il primitivo P & ri-
spettivamente di grado 4°, 6°, 8°, etc. Cid premesso osserviamo
che il determinante R,, il quale figura nel primo membro della
precedente relazione, ¢ un quadrato, perché gobbo simmetrico di
2° grado; quindi risulta che anche un quadrato & il prodotto P',P;
e perd sard quadrato il fattore P, quando lo sia il fattore P’,; ma
questo fattore & di fatto un quadrato, se P & di 4° grado, poiche
allora esso & gobbo simmetrico di 2° grado; dunque in tal caso &
un quadrato il determinante P. Resta cosi dimostrato che i deter-
minanti gobbi simmetrici di 4° grado sono quadrati perfetti; ma
da cid poi segue immediatamente che lo sono anche quelli di 6°
grado; perche, se P & di 6° grado, il fattore P’; & un quadrato,
perché gobbo simmetrico di 4° grado; e percid sard quadrato an-
che P. Ma quindi & manifesto che son quadrati i determinanti
gobbi simmetrici di 8° grado, 10° grado, etc. ; ed in generale di
ogni altro grado pari superiore; ed in conseguenza possiamo con-
chiudere, che:
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—s—b—a 0
W gy z|=c"2 40y "0 by 2w i- a0 s
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L S P =Cx, G:A +a54 034 —+a3, Tgs = 2y, Ay Ay, 0,
a, V a, a,
a,, a,, 0 a,, _
Gy G 0, 0 | = (10 Uy —8y5 Coy Gy Gg)°

iy Oy Oy Py Ty Bgy Gy Doy

E da avvertire chz in qu-st’ ultima notazio.c =1 2rede orni ter-
mine o dello sviluppo dcl quadrato, o della r.dice, che sia affetfo
dal —, pud ridursi ad avcre il 4, bastando percid di scambiar
tra loro i due indici di un fattor quehunque 4.1 tcrmice. Quindi
&, per cscripio, che ¢' o sviluppo ‘el preced ni: determironte di
&° grodo pud lnvsi la forrn

(all C!L+ alS a“ + al‘ al!)"'

103. Quantunque la dimostrazione da noi \.ta del t2or2ma pre-
cedente sia semplicissima e chiara, pure {roviamo opportuno di
cspornz v ' altra dovuta al ch. Baltzer, modificata le jicrmente.
Dobbi: a0 a quest’'uopo rammentar la formola (n® 80)

P=a;;A;; 0,0,

dovc gl'indici r ed s prendono tutt’i vulori 1,2, 3, . ., n, cccetlo

i, ¢ dove «,, esprime il complemento algebrico deilclemento a,.,,
1?2
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preso non gia nel primitivo P, ma nel determinante A;;; talché
in effetti «,, & un determinante minore di grado n—2 del primi-
tivo P, nascente dal sopprimere le orizzontali i™* ed r™¢, e le
verticali ™ ed s™. Ora essendo P gobbo simmetrico di grado
pari, si ha A;{=0 (n° 101); ed & inoltre a,;——a;,; dunque
nella ipotesi attuale la formola di poc’ anzi si riduce a

P =rz'ai.r A g 245
e poiché si ha pure (n° 102)

Uy g = %p — \/ Qry %5 5

cosl possiamo scrivere invece

P=r2"'.ai.r Bis \/ Crr %5

Questa formola intanto pud cangiarsi nell’altra

r=(roever )z van):

ma siccome ciascuno degl’indici r ed s prende i medesimi valori
1,2,..,i+—1,i41, .., n, ed il segno di una radice determina
quelli di tutte le altre (n® 103), cosl i due fattori del secondo
membro sono identici, e ne risulta

P=(§a¢', ‘/-17,,.).;

da che poi segue

VF=Ea€.rv L]

vale a dire

sza“,l @y x —+ Q5o Vf’l,a oG55 Vaigi
+ Giiry V g, i o ai.nv L X

In tal modo \/P trovasi decomposto in una somma di n—1 ter-

 ————
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mini della forma a;,V «.,, dove «., dinota un determinante
gobbo simmetrico di grado pari n—2. Supponendo ora ripetuta

la medesima decomposizione a riguardo delle n—1 radici V a,,,,

Va,,, etc. I'espressione precedente di \/P sard trasformata in
una somma di (n—1) (n—3) termini, ciascun de’ quali avrd per
fattore la radice di un determinante gobbo simmetrico di grado
pari n—4. E cosl continuando & chiaro che si giungera finalmente

a trasformare /P in un polinomio di termini aventi per fattori
semplicemente radici di determinanti gobbi simmetrici di 2° gra-
do, le quali percid equivalgono ad elementi del determinante P;
da che risulta in fine che la radice di questo determinante &, co-
me volea dimostrarsi,una funzione intera e razionale de’suoi ele-
menti. E ne risulta inoltre che il numero de’termini di questa
funzione ascende ad

(n—1) (n—3) (n—B) >< .- ><I<1 =1>xIxH>< -+ < (n—1) 3
e di piu che ogni termine & un prodotto di -g— elementi del de~

terminante P, con indici necessariamente tra loro disuguali; e
che percid formano per ciascuno de’ termini una permutazione
de’'numeri 1,2, 3, .., n.

106. La radice del determinante P, vale a dire,quella funzione
intera e razionale de’suoi elementi, che lo riproduce elevata a
quadrato, & dotata di talune proprietd che danno a tal funzione
molto interesse per importanti applicazioni; ma la sua proprieta
caratteristica consiste nel cangiar di segno, senza mutar di valo-
re, quando vi si scambiano tra loro due indici qualunque.

In fatti s'indichi con H la detta radice, e sia H, cid ch’essa di-
viene per lo scambio tra due indici r ed s; sara cosi Hj il valore
del determinante in cui mutasi P scambiandovi gl'indici r ed s;
ma questo scambio nel determinante P equivale a scambiar tra
loro la ™ ¢ la s™ orizzontale, e la ™ ed s™ verticale; il che
non altera il suo valore; dunque risulta H;—H?". Segue da cid che
le funzioni H, ed H non possono differire in altro che nel segno;
e per decidere se hanno un segno comune, o segni diversi baste-
rd esaminare i segni che uno stesso termine prende nell’ una e
nell’altra funzione.
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Sia a,, h T'insieme di tutti i termini di H, i quali hanno per
fattore I' elemento a,,; cosi gl indici di tutti gli clementi, che
entrano a comporre la quantitd h, saranno differenti dar cd s
(n® 105 in finc): e percio questa quantitd resta immutata per lo
scambio tra gl’ indici r ed s. Segue da cio che operando questo
scambio tra gl'indici di H, perché divenga H,, la sua parte a,., k
si muterd in a,.h; ma le due quantitd a,,k ed a,.h sono
uguali e di segni contrarii,dunque anche H ed H, saranno ugua-
li e di segni contrarii.

E ora evidente che la funzione H diverrcbbe nulla rendendovi
uguali due indici; e quindi risulfa il seguente {eorema:

La radice del determinante ¥, gobbo simmetrico di grado pari,
muta di segno e non di valore, se vi si scambiano tra loro due in-
dici qualunque. E si annulla se due indici vi si rendono uguali.

107. Scrivzndo ad crbitrin un prodotto di —g— clementi del de-

terminante P, sc gl'indici sono tutti disuguali, questo prodotto &
sempre un terminc della radice Al determinante. In fatti sia il

prodotto di -ZL el-menti

al.u Aoz o - Gy,z’

in cui gl'indici ¢, u, v, &, . . , y, z formino una permutazione dei
numeri 1, 2, 3, . ., n, il che equivale a supporli disuguali. Mol-
tiplicando questo prodotto per cid ch’esso diviene mutandovi ogni
clemento nel suo conjugato, si ha il prodotto di » elementi

Qo oyt XAy g Ay X > ay.: az,y ’

il quale, a parte il segno, ¢ un termine di P. Per definire questo
segno osscrveremo che la permutazione de’secondi indici pud ri-
guardarsi come derivata dalla permutazione de’primi indici in
virtu di 5 scambii operati tra essi a due a due; e percid il se-

gno di cui trattasi sard quello che risulta dal simbolo (—1) 5 ;
ma il prodotto di poc’anzi equivale identicamente a

n a2 2 2
{— v (1 . e . M
\ Y Lu ar..r uy,: ’




dunque I' espressione

l _n- 2 ] ]
(=12 (—1)* 8,,0,, "0,
sara un termine del determinante P col segno che gli compete.
Ora questa espressione, essenzialmente positiva, ed equivalen-
te ad
(al,u Qo+ - ay.z) %

& precisamente il quadrato del prodotto considerato in principio
Giu Boz - » Q-5 € percid un tal prodotto & necesscriamente un
termine della radice di P.

108. Quest'ultima proprictd permette di formare immediata-
mente ed in molte maniere un termine della radice del determi-
nante P; con che tuttavia non si ha che questo termine solo; ma
vedremo or ora che da questo termine arbitrariamente formato
pud dedursi in modo semplicissimo I'espressione completa della
radice; ed allora lo stesso termine va distinto col nome di termine
principale della radice, la quale per compendio si rappresenta col
simbolo )

(al,u Qo>+ s ay.z)’

chiudendo cioé tra parentesi il termine principale, o piii sempli-
cemente con
(t,u,v,2,..,9,%),

mettendo in veduta soltanto la permutazione degl'indici come fi-
gura nel termine principale.

E poi conseguenza della propriet esposta al numero 106 che,
se in questo simbolo si scambiano tra loro due indici, il nuovo
simbolo rappresenta la stessa radice, ma col segno opposto; ed &
cosl per esempio che si ha

(Lu,0,2,..,y,3) =— (4,1,0,%,..,¥,%) = (4,1, 2,v,..,y,3) =etc. etc.

In gencrale le espressioni della radice corrispondenti a due sim-
boli con due diverse permutazioni, mentre sono sempre uguali in
valore assoluto, saranno poi di segni simili o contrarii, secondo-
ché le due permutazioni sono della stessa o di diversa classe; o in
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altri termini secondoché il numero totale delle loro inversioni &
pari, o impari.
Bisogna osservare che, se il prodotto

Gy Go,z e o+ Oy 35

n
2
ro minore, ma pari, si vedrebbe esattamente come al numero
107 che in tal caso esso & un termine dclla radice del principale
minore determinante di P, formato nelle orizzontali definite dai
numeri di ordine ¢, u, v, z, .., ¥, 3; € quindi uniformemente
la radice di questo minore sarebbe rappresentata da

anzich¢ esser formato di — elementi, ne comprenda un nume-

(tLu,v,2,..,9,32).

109. Andremo ora ad esporre il metodo per costruire la radice
del determinante P, e che possiamo rappresentar col simbolo

(1,2, 3,4,..,n),

ov’¢ messa in veduta la permutazione diretta. Col soccorso di que-
sto simbolo cominceremo dallo sviluppare la radice in un polino-
mio di n—1 termini ugualmente simbolici; ed ecco in qual mo-
do. In primo luogo caveremo fuori del simbolo i primi due nu-
meri 1 e 2 per darli come primo e secondo indice ad a ; e forme-
remo cosl il primo termine del detto polinomio simbolico

a,,(3,45,..,n),

nel quale il secondo fattore esprime la radice di un determinante
gobbo simmetrico di grado n—2, e propriamente del principale
minore, che si forma da P, sopprimendone le due prime orizzon-
tali e le due prime verticali. Da questo termine poi dedurremo
tutti gli altri termini dello sviluppo con I legge seguente, « Ri-
» manendo fisso il primo de’due indici esterni, muteremo succes~
» sivamente il secondo in ciascuno de’numeri interni; a patto pe-
» 10 che, mentre & il primo di questi numeri interni quello che
» ogni volta prender deve il posto del secondo indice esterno, il
» numero, che si toglie da questo posto, vada ritornato al di den-
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» tro del simbolo, per esservi sempre situato in ultimo luogo »
Risulta in siffatta guisa lo sviluppo, che trattasi di dimostrare ,

(1,2,3,...,0)=a,, (3,5, 5,...,0)+a,, (55,...,n,2)
+a,,(®5,6,..,723)+..+a,, (234,..,n—1). (1)
Osserviamo che lo sviluppo di {/ P, gia dato al n° 105,pt;r =1
diviene
VF'_—_ L V:"" G Vay, + &, Va,+-+a, V:n.—n 2

ed & manifesto che i termini di questo sviluppo non differiscono
in valore assoluto da quelli del precedente simbolico sviluppo,
poiche si ha, fatta astrazion da'segni,

Vaa=03.45,...17 , Va, = (45,6,..,n.2),...,
Vo= (2 3,4,..,n—1).
Quindi, siccome lo sviluppo (2) esprime un valore di \/P nella

ipotesi che i coefficienti di a,,, a,,, etc. rendano soddisfatta la
relazione (n° 108)

Rp,p Ky g = Ar g ? 3)

per dimostrare la (1) basterd dimostrare che i coefficienti simbo-
lici del secondo membro verificano la (3). In somma ponendo, in
generale, senza ambiguita di segni

Vapo=(r+1,r+2,..,1n,2,3,..,r—1)=R,
Va,=(+1,54+2,..,18,2,3,..,8—1)=S§;
avremo a provare che si ha identicamente
RS=q,,;

anzi poiche il prodotto RS ed il determinante ., sono, per ipo-
tesi, uguali in valore assoluto, basterd provare che uno stesso
termine prende nelle due funzioni uno stesso segno.

A tal'effetto cominceremo per rendere dirette le permutazioni
di R ed S; ed osservando che nell'una vi sono (n—r) (r—2) in-

T ST, - s pEESTIT—
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versioni, perche ciascuno de’ primi n —r clementi fa inversfone
con ciascuno de’ rimancnti r—2, e ncll’altra (n—s) (s—2); ed
ocservando che questi due numecri possono ridursi ad r ed s,
avremo

R=(—1)"2,3,..,r—1,r+1,..,n) 4)
S=(—1) 2,3,..,8—1,s+1,..,n) )

Dopo cid relle permitezioni (3) e (%) porterero in ultimo luogo
s ncllo prima cd r nell'altra; ed cllora, supposto per fissar le idee
r < s, trovercrmo

R=(-1)"" 2,3,..,r—1,r+1,..,5-1,5+1,..,n,5) (6)

S=(~-1)*""2,3,..,r—1,r+1,..,5—1,5+1,..,n,7) (7)

Di futti nella (6) cicscun de’numeri da s + 1 fino ad n fa inver-
sione cont l'ultimo s; e perd vi scno n—s inversioni; quindi es-
scr.do quasto numero riducibile a —s, si vede come dalla (%) de-
rivi 12 (6). Cosi pure nclla (7) ogni numero da r+1 fino ad n fa
inversione con l'ultimo r; ma siecome nella serie di quei numeri
ranca 8, esscndo per ipotesi r<Zs, si hanno attualmente n—r—1
inversioni 5 < per 1o ridirionc di questo numcro a — (r + 1)
rcsta dimostrato il pa-scggio dalla (B) alla (7).

Moltiplican?> i terinini principali (n® 108) di (6) e (7) si ha
I'cspres-ions

=Gyl g,y Ony X Oy Opge Oy g poyOur
quialc un terminc del prodotto IS, col sczno elC gli corpete.

Cicscun. d:lle duc parti separate dal segno >< comprende —g— —1

elementi; ma bisogna osscrvare che gli elementi della prima par-
tc,eccctto 'uliimo a,, ,, non sono diversi da quelli della seconda,
eccetto I'ultimo a,, ,.; e percid, se gli elementi dclla seconda parte
si mutano nc’loro conjugati — a, 4, — ay 4y - « » = @y, '€SPreEs-
sione del detto termine appartenente ad RS prenderd la forma

"
("‘1) 2y Oy oKy Ay D<o XAy _g s an-x.n-nxan,s (LY (8)
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Questa espressionc ¢ un prodotto di » — 2 elementi, nei quali
la serie dei primi indici & una permutazione dei numeri naturali
2, 3,4, ..n, escluso s, e quella de’secondi una permutazione

" de’'medesimi numeri, escluso r ;e perd un tal prodotto, fatta astra-
zione dal segno che lo precede,é ancora un termine del determi-
nante di grado n—2, «,.,; ma, s¢ dinotiamo con : il numero to-
tale delle inversioni nei primi e secondi indici, & poi chiaro che
il segno che gli conviene in questo determinante & quello defi-
nito dal simbolo (—1)**"**, tenendo presente -che «,., ¢ il com-
plemento algebrico dell’clemento a,. ,, preso nel determinante A, |,
e che percio (n°81) & affelto dal segno (—1)™*. Essendo ora ne-
cessario di definire il valore di ¢, esprimente il numero totale
delle inversioni nelle due permutazioni de'primi e secondi indici
de’fattori del prodotto (8), che sono

2.3,4,5...,n—2, n—1,n,r,
3,2,5,4...,n—1,n—2, 5 n,
vediamo che la prima coincide con la (7), ed ha quindi f—r—1
inversioni; mentre l'altra & cid che diviepe la (6) scambiando tra
loro il primo e secondo elemento, il terzo ed il quarto, e cosi di
seguito; cosl oltre alle inversioni che vi fanno col penultimo ele-
mento s i mumeri piu grandi, che lo precedono, vale a dire

s+1,8+2,..,n—1,c¢ che sono n—s—1, vhapure le inver-
sioni che il primo fa col secondo, il terzo col quarto, e cosi con-.

tinuando fino all’antipenultimo n—2, e che percio sono %—2.
Risulta in conseguenza
e= (n—r—1) -+ (n—s—1)+ 5 —2;

ma siccome per la soppressione de’numeri pari & lecito di assu-

n . .
mere e=-2——r—s, si ha infine

n
e+T+8s= 5 ;
e da cid segue che I'espressione (8) & per valore e per segno un

termine comune al prodotto RS, ed al determinante «,,. Queste
13
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funzioni adunque sono tra loro identicamente uguali; e con cid
resta dimostrata la formola (1). S

Ripetendo un analogo procedimento a riguardo de’coefficienti
del secondo membro di questa formola, I'espressione della radice
del determinante P si trovera sviluppata inuna somma di prodotti
di due elementi moltiplicati per le radici di determinanti gobbi
simmetrici di grado n—4; e cosl continuando si perverra infine
alla radice di P, espressa unicamente per mezzo de’suoi elementi.

Esempii :
G el =(1,2,3,8) . (8,0 (3,544, (3,2)+a,, (2,3) )-
AQey-+0,, =(a“ a,, + G, a4y, + @y, an)

G- - G| = (1,2,3,4,5,6)

e = (a,, (3,4,5,6) +a,, (4,5,6,2) + a,, (5,6,2,3))"
Agy o - Agq
{ + @,y (692’3,4) -+ a4 (2,3,4,5)

=/ 4, (0, 5.6+, (6,5 + a, (1,5)) \*
‘ + a,, (4, (6,2) + a,, (2,) + a,,(5,6) )
. + a,, ( a,, (2,3) + a,, (3,6) + a,, (6,2) )
+ @y ( 86y 3,4) + aq, (8,2) + a,, (2,3) ) :
+ 0, ( @, (4,5) + 0, (8.3) + a,, (3,4) )

. 2
= a,, (auan""'au Qg 1+0yqlyy ) +qn (auan+auan +a4aau)

+a,, (ascas:+assaac 0y, 0y ) +a,, (auau‘i'auau"'auan)
+a,, (anau+auan +auau)

110. Nella ipotesi che il detcrminante P sia gobbo simmetri-
co, cercandone la derivata rispetto ad un elemento qualunque
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a,, si ha dapprima, esattamente come al n.° 98,

P da, .,
day, ~ Are A g

ma essendo @,, = — a,, la derivata che figura nell’ ultimo ter-
mine equivale a—1; dunque

dp
da,.,, = Af.l —A,,

Ora, se P ¢ di grado dispari, la sua derivata & nulla (n.° 100, I)
al pari dello stesso P; e quindi si ha in tal caso A,,=A,,; ri-
sultamento gia noto (n°100). Se poi il determinante P & di grado
pari si ha— A, .= A,,,; e conseguentemente

dp
da,,

=24,,.

Percio: ,

La derivata di un determinante gobbo simmetrico rispetlo ad un
elemento qualunque & nulla, se il determinante é di grado dispari;
e, se di grado pari, é doppia del complemento algebrico dello stesso
elemento,

111. Derivando I'equazione identica

P=(VP)

rispetto ad un elemento a,, si ha

£=2V_I; dVF

da,, da,, ’

ma se P & gobbo simmetrico di grado pari il primo membro
equivale a 2A,,,; cosl risulta in questa ipotesi

A,.',=VT) d‘ip .

Intanto essendo per le proprieta generali dei determinanti

P= Gy Ay + Gy,o Apg+oo+ GrnArn
0=a,;A,;+ 8., + "+ G ,A,,
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in virtu della relazione precedente queste formole si ridacono a

d\P VP VP

T’:a .o Janih Stath
V 7,1 da +a T darn -+ +ar.» dar’n ’

0 — VP VP - d\/_

=i e, T O go,, T e gy T

¢ si ha il seguente teorema:

In ogni determinante gobbo simmetrico di grado pari la somma
de’prodotti degli elementi di qualunque linea per le derivate della ra-
dice del determinante rispetto agli elementi medesimi, equivale allu
stessa radice. Ed ¢ poi nulla la somma de’prodotti degli elementi di
qualunque linea per le derivate della radice del determinante ri-
spetto ai corrispondenti elementi di un’altra linea dello stesso nome.

112. Per le applicazioni delle ultime formole supponendo

\/F:(-r,i,2,..,r—l,r+1,..,n)=a,.,,(2,3,..,r—l,r+1,.’.,n)+ .
. o ay, (541, 542,0, 0, 1,2, 5—1) 4o
risulta '

= (s+1, s+2,..,n,1,2,..,5—1),

dar,c

e questa cspressione, in cui mancano r ed s, pud farsi servire a
calcolare i coefficienti delle dette formole.

Determinantl gobbl.

113. Se un determinante gobbo si decomponga in determinanti
in cui siano nulli gli elementi principali,com’8 prescritto al n® 72,
i determinanti che risultano da siffatta decomposizione saranno
tutti gobbi simmetrici (n° 92). Intanto, lasciando da banda il
caso generale, ch'® il men frequente nelle applicazioni, osserve-
remo che il caso meritevole di maggiore attenzione si ha quando
gli elementi principali del determinante gobbo sono tra loro tutti
uguali. Dinotando adunque P un determinante di tal natura, sup-
porremo a, ,—a, ,=--=0a,,,=a; ed allora, se s ‘indica con P,
¢io che diviene il determinante P,quando vi si fa z=0,¢ con =P, ,
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la somma di tutt’i principali minori di grado r di P, , conforme-
mente alla trasformazione esposta al n® 72 si avrebbe

P=x" 2" 5P, , +2" 1P, o+ + - + TPy 0 o +TZP, 0+ P 3

ma siccome tutt’i determinanti che figurano nel secondo membro
sono gobbi simmetrici; ed ogni determinante gobbo simmetrico

i grado dispari & nullo, cosi sard P, =0, :P, ,—0, :P, ,—0,
etc.; e quindi risulta, se n & pari ,

P=a" " *3Py A2 P 4 o+ +2"2P 0 +Ps 5
e se n & dispari ,
P=x"+2""3P, ;42" 2Py (+ oo + X' _+T2P ;3

e nell'uno e nell’altro caso i determinanti che entrano nei secon-
di membri saranno quadrati perfetti, perche gobbi simmetrici di
grado pari; ma in riguardo alla prima di queste due formole me-
rita di esser notato che tutt'i termini del secondo membro sono
composti di quadrati, e sempre positivi, qualunque sia il segno
di z; e da cid segue, che:

Un determinante gobbo di grado pari, in cui siano uguali tra
loro gli elementi principali, pud essere sviluppato in una somma di
quadrati, ed é quindi una quantita essenzialmente posiliva.

Esempio:

z a b cl=z*4(a"+b"+c’+d*+e"+[*) 2+ (8f—be-cd)®
—a x d e
—b—d x f
—c—e—f x

Quando gli elementi principali di P sono tutti uguali ad 1, le
formole precedenti si riducono a

per n pari ., P=1+4:P,,+:P, ,+..+32Pyn 4P,

per n dispari , P=1-43P, +3P, 4+ .. +2P; 0 ,+2Poy -

P S —~ mem
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Attualmente i termini de’ secondi membri sono formati di som-
me di quadrati; e si ha percid l'altro teorema:

Un determinante gobbo di qualunque grado, che abbia tutti gli
elementi principali uguali ad 1, pud svilupparsi in una somma di
quadrati, ed é quindi una quantita positiva.

Esempio:
1 a b|=1+4a"+b*+4c".
—a 1 ¢
—b—c. 1

§. XI.

MATRICI E DETERMINANTI A DUE SCALE.

114. Quando alcuni de’primi o ultimi elementi di una linea di
una matrice sono nulli per ipotesi, chiameremo elemento iniziale
ed elemento finale della linea il primo od ultimo di quelli che
hanno valore effettivo. *

Cid premesso, se in una matrice vi siano r successive orizzon-
tali cosi disposte che i loro elementi iniziali cadano in successi-
ve verticali, diremo ch’esse formano un sistema a scala, la quale
sara diretta, se il numero degli elementi nulli, che precedono gli
elementi iniziali, cresce da una orizzontale all'altra; ed inversa
nel caso opposto. Se di piu gli elementi effettivi di ciascuna oriz-
zontale sieno i termini di una stessa serie, diremo ch’esse for-
mano una scala di grado r, diretta o inversa; e la serie si chia-
mera serie generalrice della scala. Cosl in ciascuna delle matrici

a, a, a, a, a, . . ’ 000 aa@a, ..
0 a,0a,a,a,.. 0 0 aya,a,..
00 a,a,a,.. 0 a,a,a,a..
000 aa .. a, a, a, a, a, . .

si ha una scala di grado r relativa alla serie a,, a,, a,, etc.,
diretta nella prima matrice, ed inversa nella seconda.
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Se i termini della serie generatrice sono, come in questi
esempii, figurati da una lettera variata con indici crescenti in
ordine naturale, per indicare o la serie, o una scala di grado r,
useremo il simbolo (a,), cioé¢ chiuderemo tra parentesi il primo
termine della serie; e, se occorra di tenere in vista il grado della
scala, scriveremo (a,), .

E importante ad osservarsi che nella notazione degli esempii
medesimi gl'indici in ogni verticale procedono anch’essi in ordine
naturale, decrescente da sopra in sotto nella scala diretta, cre-

scente nella inversa.

Una scala & completa se I'elemento iniziale della prima o ultima

orizzontale appartenga alla prima verticale della matrice. In al-
tro caso la scala & incompleta; ma, a meno che non si avverta il
contrario, intenderemo sempre che si tratti di scale complete.
E chiaro che nella scala di grado r I'elemento iniziale del-
I’ultima orizzontale, se la scala & diretta, e della prima, se & in-
versa, appartiene alla r™ verticale della matrice, ed & preceduto
da r—1 elementi nulli. Quindi in una matrice che contenga solo
una scala di grado r, formata con una serie generatrice di k ter-
mini, le verticali saranno al numero di k+r—1.

115. Piu specialmente avremo qui a considerare matrici a due
scale costruite come segue. Siano le due serie

Aoy Qyy Ogyooy By 5 Aoy y Qoigy ooy Ay

bo, b, , b0, ,..,0,
dove, supposto che m non sia minore di %, si & messo
te=m-—n;

cosl, mentre s esprime la differenza tra i numeri de’ termini delle
due serie, nella prima da a, ad a,, si contano tanti termini,quanti
sono quelli della seconda. Posto cid formeremo una matrice a due
scale (a,) e (b,), I'una superiore e diretta, di grado qualunque r,
l'altra inferiore ed inversa di grado s, ma a patto che gli elementi
dell'ultima orizzontale della scala superiore, a contare da a, fino
all'ultimo a,, , siano verticalmente allineati con tutti gli elementi
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della prima orizzontale della scala inferiore, a contare dall'ini-
ziale b, fino all'ultimo b,,, di guisa che b, cadrd immediatamente
al di sotto di a,. Per questa condizione il grado s della scala in~
feriore non ¢ pil arbitrario; ed & evidente che questa scala & for~
mata da tante orizzontali,quanti sono gli elementi dell’ultima li-
nea dellascala superiore, dall'iniziale a, fino ad a, , piui il numero
degli elementi nulli, che precedono I’ iniziale; e siccome i primi
sono ¢« +1, e gli altri r—1 , sara :

s=(e4+1)+(r—)=r+i=r+m—n (1) -

ed intanto per la descritta matrice avremo il segucnte tipo

aa, .q _,0.,0 .04 ;G ,0C A . Qu, . .
0 Ay « Qr 3 Ap_g Qp_; - Qp_y Qg 3 Ay 30y - Oy g -
00 . a @ G . 0_;08 (g, Ggy - Ogyy

00 .0 a a .a._,a_,0, a., .a,
oo0.0 0 0 .0 O0 0, b .0 ..
o0 .0 0 0 .0 b b b .0, .
oo0.0 0 O .0 a b b .b,, . .

. o . . « . . . . . . . .

D
[~ Y

. b"—) br—a br—! * bl—t bl—’ bl—n bl—l M br+l—i *

L)

<
>

o S br—n r—x br * Ve—s3 bo—a bc—l b: . br+t—-x * .

Intorno a questa matrice faremo le seguenti osservazioni.

1. Finche sia ¢ > 0, o, ch’é lo.stesso, m > n, il grado della
scala superiore sard minore del grado della inferiore; ¢ gli sard
uguale se ¢ = o, cio& se m —=mn.

I1. Quando la matrice & estesa in sulla dritta fin dove lo com-
portano le due serie generatrici, gli elementi finali delle orizzon-
tali di ciascuna scala saranno anch’essi disposti a scala, formando
una linea obliqua parallela a quella degl'iniziali; ma in partico-
lare & da notarsi che l'ultimo elemento a,, dell’'ultima orizzontale
della scala superiore, e I'ultimo b,, della prima orizzontale della
inferiore staranno entrambi nell'ultima verticale della matrice.
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II1. 11 namero totale delle verticali di questa matrice & u-
guale a quello delle verticali della matrice, che si formerebbe o
solo con la scala superiore, o solo con la inferiore; e sara quindi
espresso o dam +r, 0 da n + s; e di fatti dalla rclazione (1)
risultam + r=mn <+ 3.

116. Nella matrice a due scale chiamiamo associate due oriz~
zontali equidistanti dalle estreme; laonde sara la prima associata
all'ultima, la seconda alla penultima; e cosi di seguito. Dunque,
se le due scale sono di gradi uguali, ad ogni orizzontale dell’'una
corrisponde un’associata nell’altra;ma se i gradi differiscono di ¢,
per ciascuna delle prime ¢ orizzontali della scala inferiore non
vi sara la corrispondente associata nell’ altra scala. E chiaro che
in due orizzontali associate della matrice a due scale (a,) e (b,) gli
elementi iniziali a, e b, si trovano in una stessa verticale, al
pari di due altri elementi qualunque affetti dai medesimi indici.

117. Considerando la serie delle matrici a due scale (a,) e (b,)
nelle quali i gradi delle scale superiori siano i numeri naturali
1,2,3,etc., vedremo da (1),che i gradi delle inferiori sono espres-
sidal+4¢,244¢, 3¢, etc. Ora noi distingueremo queste
matrici per ordini, e 'ordine di una matrice sara il grado della
scala superiore; quindi, se questo grado ¢ 1, la matrice & del1.°
ordine; se 2, del 2.° ordine, etc.

118. Data qualunque matrice di p orizzontali e ¢ vertlcah, e
supposto ¢ = p,combinando le prime p—1 verticali con ciascuna
delle altre, ne risulta una serie di ¢— p + 1 determinanti, che
chiamiamo sistema det successivi delerminanti della matrice, distin-
guendo con I'epiteto di principale il primo di essi, il quale & for-
mato dalle prime p verticali, e da cui ciascuno degli altri diffe-
risce soltanto nell'ultima verticale. Cosl per esempio la matrice
di tre orizzontali e cinque verticali

-

a bc de
a bt de
all b// c” d/’ el’

da luogo al sistema de’ tre successivi determinanti
14
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a b ¢ , a b d , a b e
a b ad b d a v
a" by | a” b d' a” v ¢

il primo de’ quali & il determinante principale ; mentre il secondo
ed il terzo sono cid che diviene il principale cambiandovi succes-
sivamente Pultima sua verticale nella quarta e nella quinta verti-
cale della data matrice.

Si comprende che, se p > ¢, la matrice non pud dar luogo a
determinanti; e, se p = ¢, la matrice & quadrata, e dara luogo ad
un solo determinante. '

119. Sia N, il numero de’successivi determinanti della matrice
a due scale (a,) e (b,) di gradi r ed s; ed essendo in questo caso
p=r—+s,qg=n-+s (n° 115, IIL.), sara

N,=n—r+1.

Segue da questa formola che i successivi determinanti delle ma-
trici degli ordini 1°, 2°, 3°,.., (n—1)™°, n™ sono viceversa in
numero di n, n — 1, n — 2..., 2, 1; cosl la matrice in cui la
scala superiore & di grado n, & quella dell'ordine il piu elevato,e la
sua scala inferiore sara di grado m. Nella matrice dell'ordine n 4 1
il numero delle orizzontali supera di uno quello delle verticali; e
quindi non vi ¢ piu luogo a determinanti.

Nel sistema de’ successivi determinanti di una matrice a due
scale (a,) e (b,) il principale si distingue dagli altri in cid che in
quello gl'indici procedono inogni orizzontale nell'ordine naturale
fino all'ultimo;mentre negli altri la continuitd degl’indici & inter-
rotta dalla penultima all'ultima verticale.E chiaro intanto che, se
glindici di tutti gli elementi dell'ultima verticale del principale
determinante si aumentano di 1, si ha il secondo determinante
del sistema; se di 2, si ha il terzo; etc. ; ed in generale aumen~
tandoli di p unitd, si avrd il (p + 1)™ determinante della ma-
trice.

E utile di notare che nell'ultima verticale del principale deter-
minante il primo ed ultimo elemento hanno per indice il nume-
ro r + s — 1; ond’¢ che il tipo della sua matrice si ha in quella
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del n° 115, limitata alla verticale che si & messa in veduta in ul-
timo luogo. E giovera pure di tener presente che i due elementi
dl quest’ ultima verticale appartenenti rispettivamente all’ ultima
orizzontale della scala superiore ed alla prima della inferiore,vale
adire i due elementi a,e b, , sono quelli i di cui indici esprimono
inversamente il grado della scala inferiore, ed il grado della su-
periore.

120. Per indicare in modo conciso la matrice a due scale (a,)
e (b,) di gradi r ed s si offre spontanea la notazione

(@5)r
(b)s

che faremo ancora servire a rappresentare qualunque de’ suoi sue-
cessivi determinanti, applicandole esternamente un indice uguale
al numero di ordine del determinante che si considera, diminuito
perd di uno ; di modo che il principale determinante avra I’ indi-
ce 0, il secondo l'indice 1, il terzo il 2, etc.; e perciod gli n—r--1
determinanti della matrice saranno ordinatamente dinotati da -

’ »y

(@.)r
(5)s 12

@] v | @ (@
(AN (Vo) s (A

Ma spesso indicheremo la matrice conuna semplice lettera, cui
talvolta daremo per indice il suo numero di ordine, vale a dire il
grado della scala superiore; ed allora per indicare uno qualunque
de’successivi determinanti aggiungeremo al detto simbolo, come
secondo indice, il numero di ordine del determinante, sempre di-
minuito di uno. Cosl se la matrice s'indica con M, , i suoi succes-
sivi determinanti saranno rappresentati da M, ,, M,., , M, ,, etc.

In generale se M ed N dinotino due distinte matrici, che ab-
biano uno stesso numero di successivi determinanti, ed avvenga
che quelli della prima siano, uno ad uno, ordinatamente uguali a

- quelli dell’altra, scriveremo
M=N:

uguaglianza complessiva, che si risolve in tante uguaglianze,
quanti sono i successivi determinanti di una delle matrici.

’

1 N—r1
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121. Intorno 2i successivi determinanti di qualunque matnce
notiamo cid che segue:

I. Se ad una orizzontcle se ne aggiurgano, o tolgano delle
altre, i determinanti della metrice non mutano di valore; e se una
o piu orizzontcli si moliiplichino per quaniitd arbitrarie, i suc-
cessivi doterminanti saranno tutti moltiplicati pel prodotto delle
stcose quontita. :

II. Se le prime r orizzontali formano un sistema a scala di-
retta, e siano nulli tutti gli altri clementi delle prime r verticali,
i successivi determinanti saranno divisibili pel prodotto degli
clementi iniziali delle prime r orizzentali; ed i quozienti saranno
i successivi detorminanti della metrice che si forma dalla data
sopprimendore 12 prime r orizzortali, e le prime r verticali (n°42)

III. Vicevers:, sc ad una matrice si aggiungano r. prime
orizzontali, d r prime verticali, a patto che quelle formino un
sistema & scala dirclta, ed in queste siano nulli tutti gli altri ele-
menti, i successivi dcterminanti della nuova matrice saranno
uguali a quelli dclla prima, moltiplicati pel prodotto degli ele-
merti iniziali delle r orizzontali che si sono aggiunte. .

122, Stabilitc quesic nozioni esporremo una speciale trasfor-
mazione di cui sono suscettibili le matrici a due scale, o meglio
i loro successivi determinanti. Intanto in cid che segue useremo
il simbolo (a,b,) per esprimere la differenza de’ due monomii a,b,,
b.a, , i quali si mutano I'uno nell'altro cambiando a in b, e vice-
versa; talche sard

(aeb,) ==a,b,— b,a,.

Risulta da questa convenzione :
1. Che I'espressione (a,b,) & nulla, se r=s.
IL. Che le due espressioni (a,b,) ed (a,b,) sono tra loro uguali
e di segni contrarii.
III. E che, supposto r<Cs, ¢ nulla un’espressione della forma

(a,b,) -+ (a,.+,b,_,) e+ (as-xbr+:) -+ (atbr) ’

dove I'indice di @ cresce in ordine naturale dar ad s, mentrc
quello di b decresce da s ad r. In fatti i termini equidistanti
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dagli estremi sono uguali a due a due, e percid si distruggono.

Cio premesso per rendere evidentissima la trasformazione, di
cui trattasi, distingueremo due casi, secondocheé i gradi delle due
scale sono uguali, o disuguali.

Caso 1°.

Trasformazione delle matriel a due scale di gradl ugnall.

123. Supposto che le serie generatrici delle due scale siano
ao'ag;aQQ"Qaﬂ’ (ao)
b » b, , b,y . ., 0, , (bo)

per la matrice dell'ordine r™°, che dinotiamo con D, , avremo il
seguente tipo

L
a, - ar—p c 8,0 )4, Griy - ar+q—l . ar-H—p -0 0

. .

0.a .a,,0a,, Uy Gpy - gy, - G, .0 0

. . . .« .

0.0 .a a, |[a,aq, <Gy Oy, .a, O

0.0 .0 a, {a,a, . a, c Oy piy - Gy, 8, (Dr)
0.0 . by |06, .0, by gy o by by
0.0 .b b |[bd .b, bypia-bp 0
0 b; . bp—s b,:_, b, b,,ﬁg,.bj,,,:wl .b, :0 0
b; bp o« bp_y by |0, by, b,.;q“ b,;,_,, .0 0

In questo tipo, oltre alle prime ed ultime orizzontali di ciascuna
scala, si & pur messa in veduta la p™ orizzontale della scala in-
feriore, ¢ l'associata nella superiore (n°116); e, per le ragioni che
or ora vedremo, le prime r verticali sono state scparate dalle ri-
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manenti con un tratto rettilineo. Ora noi sommetleremo questa
matrice alla seguente trasformazione:

» Rimanendo inalterata la scala superiore, moltiplicheremo
» tutte le orizzontali della inferiore per a,; indi a ciascuna ag-
» giungeremo tutte le altre che la precedono in questa scala or-
» dinatamente moltiplicate per a,, a,, a,, etc:, e dalla somma
» toglieremo le loro associate nella scala superiore, ordinatamen-
» te moltiplicate per b,, b,, b,, etc.

S’indichi con D’ la nuova matrice; e siccome la medesima ¢&, al
pari della primitiva D, , costituita con 2r orizzontali ed n-r ver-
ticali (n°115,111), sopprimendone le prime r orizzontali e le pri-

~me r verticali, otterremo un’altra matrice di r orizzontali ed n
verticali, che dinoteremo con A, , e che sara distinta col nome di
ridotta della matrice a due scale D,.; ed intanto andremo a dimo-
strare che: I successivi determinanti di D, sono ordinatamente uguali
ai successivi determinanti della ridotia A, .

In fatti segue dalla legge di trasformazione che i successivi de-
terminanti di D’ sono uguali a quelli di D, , moltiplicati per ag
(n° 121, L.); e pert si ha I'uguaglianza complessiva (n° 120)

DM'=d.D,. )

Inoltre & chiaro che gli elementi nulli, i quali precedono gli ele--
menti iniziali in tutte le orizzontali della scala inferiore di D,., si
ripreducono ancora come nulli in D'. In fine, se dinotiamo con
un simbolo ¢ I'elemento di D', trasformato di un elemento qua-
lunque b, della p™ orizzontale della scala inferiore di D,., si avra

c=ab,+ab, 4+ +a, b, 5 —0ea, 4D, ,+ - +by .0, p.,)

o pil brevemente (n°122)
c=(aobc)+(a:bt—:)+ .. +(ap—xba—p+x) . 2

In questa formola l'indice di a cresce da zero a p—1, e quello
di b decresce da s ad s—p-+ 1; ma bisogna osservare che, se
I'elemento b, , che per ipotesi appartiene alla p™® orizzontale della
scala inferiore di D,., si trovi ancora di appartenere ad una delle
prime r verticali, allora I'indice di b decrescera necessariamente
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fino a zero, perche ciascuna di queste verticali contiene I’elemen-
to iniziale b,; e perd in tal caso si ha (n® 122, III)

c=(oby)+(a,b,—,)+ +« +(a,_,b,)+(a,b,)=0

Segue da cid che nella matrice D’ sono nulli tutti gli elementi
delle prime r verticali appartenenti alle ultime r orizzontali; e
quindi i suoi successivi determinanti,divisi per aj , saranno uguali
a quelli dell’altra matrice che si forma da essa sopprimendone le
prime r orizzontali e le prime r verticali (n® 121, 11); vale a dire
saranno uguali a quelli della ridotta A, ; ed in conseguenza si ha
I'eguaglianza complessiva

D'=a; a,,
donde in virtu della (1) si ha I'altra
D,=a,;

e cid dimostra, come si ¢ annunciato, che i successivi determi-
nanti della matrice a due scale D, equivalgono a quelli della ri-
dotla a,. .

124. I determinanti dellamatrice primitiva trovansi in siffatta
guisa trasformati in determinanti digrado meta;e cid & bene im-
portante pel calcolo numerico; ma ora aggiungiamo che la stessa
ridotta A, pud essere costruita con un metodo molto piu rapido
e semplice di quello che. risulta dalla legge di trasformazione.
Supponendo che questa ridotta sia

c!,x c:.. cz,a M cx,q * cx.n
ci.l c’,ﬂ cl.’ ° c:.q * cl.“

. . . . . . (Al‘)
C’,'t Cp'. cp,, . Cp’( . Cp‘,‘

. . . . . . .

Cri Cra Cra+ Crg - Cra

osserveremo che il suo elemento c, , & il trasformato di quell'ele-
mento della matrice D,., che appartiene alla p™* orizzontale della

AM*A“



10%

scala inferiore, ed alla (r+q)™* verticale, e quindi dell'elemento
bp. g+ Cosl, per avere I'espressione di ¢y, 4, basterd mutare nek
la (2) lindice s in p +g¢—1; ed in tal modo si ha la formola

cP'q = (aobP*'q—l)_'—(aleﬂ—ﬂ) + (anbp-i—q—:)"' b +(ap-x bq) ’

la quale porge tutti gli elementi di 4., dando a p e ¢ tutti i valori
1, 2, 3, .., n. In questa espressione di Cp,q & Costante per ogni
termine la somma degl'indici di a e b, ed uguale a p+g¢—1,
cio¢ uguale alla somma de’due indici di ¢ diminuita di uno; inoltre
I'indice di a vi cresce da zero a p—1, mentre quello di b decre-
sce da p +¢—1 fino a q. Laonde essa costa in generale di p ter-
mini; ma questo numero & minore nei seguenti casi:

I. Se p+g—1> n la formola perde tutti i primi termi-
_ niin cui l'indice di b & maggiore di n, e comincera dal termine
con b,,.

II. Se p > q la formola perde tutti gli ultimi termini, a co~
minciare da (ag b, ,), poiché si ha (n® 122, III)

(aqbp—x)+(aq+x bp—n)"‘ o +(ap—s bq+x)+(a)-x bq) =0

- Inquestaipotesi adunque 1a formola pud finire col termine (a,_, b,);
e da cid poi segue che in ogni caso & lecito di arrestarla al ter-
mine in cui Pindice di b & il pid grande degl'indici di ¢, q; con
che si evitano riduzioni.

Dall'ultima osservazione deriva intanto il fatto degno di nota,
che Iespressione di ¢, 4 non cambia di valore mutandovi p in ¢,
e viceversa; talche si ha sempre

Cpq=Cqp-

Cosl gli elementi della matrice ridotta A, sono subordinati al prin-
cipio di simmetria; e ne risulta in particolare che il suo princi-
pale determinante A, , ¢ un determinante simmetrico.

125. Ponendo mente alla natura della matrice primitiva D,., si
riconosce immediatamente che, se dalla ridotta A, si sopprimesse
I'ultima orizzontale, si avrebbe la matrice a,_,, ridotta di D, _,,
ciot della matrice a due scale dell'ordine r—1 ; sopprimendone
invece lc due ultime orizzontali, si otterrcbbe la matrice a,_,,
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ridotta di D,_, ; e cosl di seguito. Da cid poi segue che,per avere
il completo sistema delle ridotte delle matrici a due scale di tutti
gli ordini dal 1.° all'ordine 2™, basta costruire la ridotta della
matrice a due scale dell’ ordine n™ , ch’é il piu elevato; vale a
dire la matrice A, , ridotta della matrice quadrata D, , e perd
quadrata anch’essa; ¢he allora le ridotte a,, 4, , A, , etc. delle ma-
trici adue scale D, , D,, D, , etc: si avranno rispettivamente nelle
matrici formate o con la prima orizzontale di A, , o con le due
prime, o con le tre prime, etc.

126. Intanto,essendo A, una matrice quadrata,essa per I'osser-
vazione fatta nella fine del.n® 12% & una matrice simmetrica, e
quindi la sua costruzione pud ridursi a quella del seguente siste~
ma triangolare a scala

cl,x Cra - c:,p—x c:.p cl,p+: . cx,n—x cx.n ’

Con » Copx  Cap Coprr  * Cam—x Canm

C,

p—sp—1 Cp—1p Cprprz * Cp-rn—s Cp-an

Cop  Cpprx ¢ Cpuax  Cpa

C

cp+l.p+x * ch—x.u—z ‘p+1,0

cﬁ-—l.u—x cn—:.l

cﬂ,b

il quale & tutta quella parte della matrice quadrata, la quale si
arresta alla principale diagonale.Ora la stessa costruzione di que-
sto sistema puo essere grandemente agevolata nel modo che an-
diamo a dichiarare.

E da notarsi che de’ due indici che figurano nel simbolo di qua-
lunque elemento del detto sistema il primo non & mai maggiore
del secondo. Ora supposto ¢ > p si ha (n°® 124, II.)

= Dprg0)+(@prg-a)+ « « +(Bpsbyir)+(ap 0 5

ma siccome il secondo membro, senza tener conto dell’ ultimo
15
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termine esprime I'elemento ¢,_, 4.,, cosl essendo in tal guisa

cp—!.q+l=(aobp+q-x)+(albp+q—l)+ . +(ap—sbq+x) ’
risulta :
Cp.=Cp-x, g1+ (Bp—sbg) -
Questa formola, ponendovi successivamente ¢ = p, p + 1,
p+2,.., n,porge le espressioni di tutti gli elementi della p™
orizzontale del sistema triangolare, pe’ quali adunque si ha

Cpp = Cpsprs + (Gpsbp )
Cpprs = Cps,pra + (Gp_sbp.s)
Cppra = Cpyprs + (Gpsbprs)
Cpn-zx = Cpyn -+ (ap—xbn-l)
on = 0 -+ (a,,_,b,, ).

Si osservi attualmente che la setie de’ primi termini dei secondi
membri non & altra cosa che la serie de’ successivi elementi del-
la (p — 1)™* orizzontale del sistema triangolare, a cominciare
perd dal terzo; e di pili che la serie degli ultimi termini & quella
de’ successivi determinanti della matrice bilineare

a,a,0a, . Gy, Gy ay,, . Gy, Gy
by by by« bpy by bpey + Doy by

formata con le serie generatrici delle due scale (a,) e (b,), a con=
tare perd dalla p™® verticale; e da cid risulta che: I successivi ele-
menti della p™® orizzontale del sistema triangolare sono uguali a
quelli della (p— 1)™* orizzontale, a cominciar dal terzo, rispettiva-
‘mente accresciuti dei successivi determinanti della matrice bilineare
che st [orma con le serie generatrici delle due scale, a contare dalla
sua p™° verticale.

Quindi ¢ manifesto che le orizzontali del sistema triangolare si
deducono di una maniera facilissima I'una dall'altra, osservando
a tale uopo che gli elementi della prima orizzontale di questo
sistema sono soltanto i successivi determinanti della matrice
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bilineare,a contare dalla prima verticale; ed intanto la costruzio-
ne dellaridotta generale A, , resa indipendente da formole, va ef-

fettuata con un procedimento semplice e rapidissimo.

Supponendo per un esempio che le serie generatrici delle due
scale siano quelle con le quali & costituita la matrice bilineare

abecd
tuvw

formeremo dapprima il corrispondente sistema friangolare

au—bt av—ct ax—dt |,
ar—dt | bx—du

+ bv—cu
cx—adv

e quindi la matrice quadrata e simmetrica di 3° grado

au—bt av—ct ax—dt|.

av—ct ax—dt\ bx—du
+bv —cu}

ax—dt  bz—du cx—dv

Questa matrice adunque & la ridotta dalla matrice a due scale

del 3° ordine

~ooooR
fwoo0oa ™
SL2sq o0
s ocoa
oo
o8 aco

200

ed il determinante della prima & uguale a quello della seconda.
Sopprimendo poi dalla ridotta generale I'ultima orizzontale si ha

¥ altra matrice
au—bt av—ct azx—dt
\av—ct ax—dt ) bx—du
| + bv—cu}

’
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come ridotta della matrice a due scale del secondo ordine
abecdol;
0abcd
Otuve
t uvx 0

ed i due successivi determinanti di quella saranno ordinatamente
uguali a’due successivi determinanti di questa. In fine, soppri-
mendo dalla ridotta gcnerale le due ultime orizzontali, si ha la
matrice di una sola orizzontale

| au—bt av—ct ax—dt | ,
come ridotta della matrice a due scale del primo ordine

abecd
ti&vw

’

la quale non & che la stessa matrice bilineare. Ora & chiaro che
i successivi determinanti della prima non sono altra cosa, che i
suoi successivi elementi; e questi equivalgono in fatti ai succes-
sivi determinanti dell’altra. '

Caso 2.°
Trasformaziomne delie matricl a due seale di gradi disuguall

127. Questo secondo caso pud subito ridursi al prime. Dinotata
tuttavia con D, una matrice a due scale di gradi r ed r 4, rela-
tive alle serie generatrici

A, 5 Qyyee sy Qg 1 5y Qg 5 Qgoiyzy o0 5y Gy (ao)
bs s Bouzs oo s b (b)
cominceremo per rendere uguali i gradi delle due scale, ag-

giungendo ¢ orizzontali alla scala superiore; e perd indicando
con D', lanuova matrice, avremo (n° 121,III) l'uguaglianza com-

plessiva o
Dr.i=a; Dy . 1)

Bisogna perd osservare che attuaJmente la scala inferiore (b,) della
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nuova matrice ¢ incompleta (n°114);ma se la serie (b,) si rfguar-
di come un caso particolare della serie

Bgs b5 e boys gy besssees bm (b)

0o
la quale riducesi a quella supponendo b=b,— - - =b,_,=90, allora
la novella matrice D}, , potra essere considerata come una matrice
a due scale di gradi uguali e complete relative alle due serie (a,)
e (b,), e quindi sommettersi alla trasformazione del n.° 123, salvo
ad annullarsi a calcolo finito le b,, b,, .., b,_, . Chiamando adun-
que A, la ridotta di r+ ¢ orizzontali, che si ottiene in questa
ipotesi, si avra I'uguaglianza complessiva

Dy =bnies
dalla quale in virta della (1) risulta I'altra uguaglianza della stes-
sa natura
D,= :—: Bpie @)

e quindi deriva che nel caso presente: I successivi deferminanti della
matrice D, sono ordinalamente uguali a quelli della ridotta A,
divisi per aj.

Fatta per tanto astrazione da questo divisore, & manifesto che
non evvi aleun’ altro divario tra il primo ed ¢ secondo caso; e qui
pure nella matrice A, , 0 4, , ridotta di quella a due scale D,,
dell’ ordine il pilx elevato, si ha una ridotta generale, quadrata e
simmetrica, la quale si costruisce esattamente con lo stesso pro-
cedimento del n® 126 applicato alla matrice bilineare

G, a,..0_,0,0,.-8|5
0 0..0 bb,.-bn

intorno a che giova di riflettere che il procedimento, di cui si
tratta, & affatto indipendente da’ valori particolari dei termini
delle serie generatrici delle due scale.

E chiaro inoltre che, sopprimendo dalla ridotta generale l'ulti-
ma orizzontale, si ha la matrice 4, ., ridottadi D,_,; soppri-
mendone le due ultime si avrebbe la matrice a,,, ., ridotta di

D,_., etc.; ma quindi & palese che, nel caso presente, le ri-
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dotte delle matrici a due scale D, , D,, etc. sono le matrici a,,,,
Ag.., etc., costituite rispettivamente o con le prime ¢+ 1 oriz-
zontali della ridotta generale, o con le prime ¢42, etc.

128. Segue dalla (2) che i successivi determinanti della ridot-
ta A, sono esattamente divisibili per aj. Ora & agevol cosa a ri-
conoscere che, volendo effettuare questa divisione, basta cambiare
nella ridotta il sistema delle prime ¢ orizzontali in una scala in-
versa (b,) di grado «. E di fatti, se la trasformazione del n.° 123,
anziché estenderla a tutte le r + ¢ orizzontali della scala inferiore
della matrice D',.,,, si limita alle sole ultime r orizzontali, rima-
nendo immutate le prime ¢ orizzontali di questa scala, e quindi
si dinoti con A’,,, 1a ridotta che si ottiene sopprimendo dalla tra-
sformata le prime ¢ orizzontali, e le prime « verticali, & chiaro
che allora,invece della (2),si perviene all’'uguaglianza complessiva

D=4y,

esprimente che i successivi determinanti della matrice a due
scale D,. sono precisamente uguali ai successivi determinanti della
nuova ridotta a’,,,; la quale d’altronde & cid che diviene la prima
ridotta A,., mutandovi solo le sue prime ¢ orizzontali in una scala
inversa (b,). Adunque con questa semplicissima modifica i suc-
cessivi determinanti della matrice 4, restano sgombrati del fat-
tore a;, il che non solo & importante pel calcolo numerico, ma
costituisce un fatto di molto interesse per le applicazioni.

129, Per concretare con un esempio tutto cid che si rapporta al
secondo caso cercheremo le ridotte delle matrici a due scale rela-
tive alle due serie

a, b ec,d e f,
t, u,v,

per le quali si ha m=5, n=2, ¢+=—3. Formata adunque la ma-
trice bilineare
abcdef
000¢tuv

?
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e quindi, col metodo del n® 126, il sistema triangolare

0 0 at au av ,
at au—+bt av-+-bu bo
av+bu-ct bv +cu cv

cv +dy—et dv—ft

ev—fu

col principio di simmetria otterremo la ridotta generale e qua-
drata

00 at auw av ’

0 at au--bt av-4-bu b

at au-+bt av+-bu-+ct bv+-cu cv (6)
au av-+bu bv+cu cv-+du—et dv—ft

ad bv cv dv—ft ev—fu

ed il determinante di questa matrice, diviso per a°, sard uguale
a quello della matrice quadrata a due scale dell’ ordine il piu
elevato relative alle date serie generatrici, vale a dire al deter-
minante della matrice di 2° ordine

v

0
f
v
o )
0
0

~ococoocoo=8

Sopprimendo ora dalla (6) I'ultima orizzontale si ottiene la
matrice

0 0 at - au av
0 at au—+-bt av—+bu bv g '
at au-+bt bv+4-cu bv+4-cu cv ®)

au av+bu av+but-ct cv+du-tet dv—ft
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come ridotta della matrice a due scale "del prim’ ordine

abcdef
000t uv
00tuvo ©)
0Otuv 00
1t uvooo0

ed i due successivi determinanti della (8), divisi sempre per a’ ,

saranno uguali ai due corrispondenti determinanti della (9).
Volendo poi sopprimere da’ determinanti delle ridotte il divi-

sore a’ basterd cangiare nella (6) le tre prime orizzontali in una

scala inversa di 3° grado, relativa alla seconda delle serie date ;
ed in tal guisa si ha la ridotta quadrata molto pil semplice

00 t 7 v ’
0 ¢ u v 0 ’
t u v 0 0
lau ‘av+bu bo+cu co+du—et do—ft
av b cv dv—{t ev—fu

il di cui determinante equivale.a quello della (7) ; e sopprimen-
done I'ultima orizzontale si avrd la matrice.

0 0 t u v ,
0 ¢ u v 0
t u v 0 0

au av+bu bv+cu cv+du—et dvo—ft

i due successivi determinanti della quale equivalgono rispetti-
vamente a’ due successivi determinanti della (9).



PARTE SEGCONDA
APPLICAZIONI DEI DETERMINANTI

e — 2 d

§. I

RISOLUZIONE DI UN SISTEMA DI EQUAZIONI LINEARI.

1. Supponendo che tra n incognite z,, &, , . . , &, si abbia il
sistema di n equazioni lineari

Gy Ty+Qy g Lot —+G; g Ty=U;
Ay sz Ty+0g 4 Tyt +a,’,. Zp—U, (l)
’

. . . . . . . . . .

an.x .z,+a,,,, Lyt o» +an.n Ty=Uy

se si forma un decterminante con i coefficienti dele incognite in
tutte le cquazioni, si ha quello che chiamasi determinante delle
equasioni, ovvero del sistema lineare. E se gli elementi di una
stcssa verticale, che sono coefficienti di una stessa incognita in
tutte le cquazioni, si mutano ne’rispettivi termini noti, si ha un
altro determinante, che chiamiamo determinante della incognita
corrispondente. Laonde dinotato con A il determinante del siste-
ma (1), e con N, qucllo della incognita x,, si avra

A=]0,, 0,401y 0y pBrpiyeo il

al,! al.l c. as,f—x an,r al,r+l b al,n (2)

. * s . . . ¢« o oo

aﬂ,l aﬁ.ﬂ . aﬂ.f—‘l an,r aﬂ.f—f—l c . a”.ﬂ

Ne=[8,; Orae e Crgg Uy Oypry o o Gy«
Qg s Qgq- - Qgp; Uy an,H-.: oo Qg p (3)

. . . . . * e e o o

QprQpge o Opyy Uy Quyiy o« Gyy

2. La nozione di questi determinanti conduce immediatamente
16
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alla risoluzione delle equazioni. In fatti, se si trasforma la r™*
verticale di A, moltiplicandola primamente per x,, ed indi ag-
giungendole tutte le altre moltiplicate per le rispettive incognite,
cioé la prima per z,, la secondaper z,, etc: il nuovo determinante
sard equivalente al prodotto Az, ; ma d'altra parte, siccome gli
elementi della ™ verticale son divenuti uguali ai primi membri
delle (1), & manifesto che il nuovo determinante non & altra cosa
che il determinante N, ; e quindi risulta

az, =N, . )

Questa equazione, in cui si trova la sola incognita x,, dimostra
che: Il valore di una incognita qualunque é espresso da una fra-
zione che ha per numeralore il suo determinante, e per denomina-
tore il determinante delle equazioni. Cos) quest'ultimo determinan-
te & denominatore comune alle espressioni di tutte le incognite,
per le quali adunque si ha

Az, =N, , az=N, , az,=N,,.., az,=N,,. (%)
Supponendo per esempio due equazioni
ar +by =c ,

adz+4by=c',

si ha
a b|x=|cbd , abljy=lac]|.
|‘ a b ab’ a ¢
E per {re equazioni
ax +by+cz=d , ‘
dz+by+cz=d ,
a”w+b"y+c”z=d” ,
posto ¢
A=la b ¢ .
a ¢
a b ¢
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si avra
Aaz=|d b . c|, ay=|a d ¢|, az=|a b d
avy a d ¢ a b d
v o a’ d a’" v d
3. Bisogna avvertire che i termini noti delle date equazioni,
messi nel determinante della incognita, comportano i proprii se-
gui,se si trovano nei secondi membri, come nelle (1); ma trovan-

dosi ne’primi, i loro segni dovranno mutarsi, o si mutera il se-
gno allo stesso determinante. Cosi avendosi le equazioni

ar +by+4+¢c=0,
a'z+ b'y+ ¢'=0 ,v

si otterra
ab|x=—cb=—cb , a b ly=|a—c|=—]a ¢ |-
ab —c' b b a'd a'—c' ac

%. Larisoluzione delle equazioni pud ancora farsi dipendere da
altre proprieta dei determinanti. Se le equazioni (1) si moltipli-
cano ordinatamente pe’complementi algebrici degli elementi della
r™* verticale di A, vale a dire per A, ., A,,, . ., A, , addizio-
nando i prodotti si vedra subito che nel primo membro sono nulli
i coefficienti di tutte le incognite, eccetto il coefficiente di x,
(par. 1%, n° 46), il quale equivale a A . Risulta in tal guisa

AZ,==UA,  +UA,  + o HUA, L,
ed & chiaro che questa formola coincide con la (%), perche si ha
Ne=uA +uA,  + o +uA,,.

5. Peiché il determinante A & denominatore comune alle espres-
sioni di tutte le incognite, se avvenga che questo determinante
sia nullo, senza che lo sia alcuno de’numeratori, i valori delle in-
cognite saranno tutti infiniti; vale a dire non esiste per esse in
tal caso alcun sistema di valori finiti capace di soddisfare alle
equazioni, le quali percid sono incompatibili.



116

Ora ¢ importante di osservare che,se & nullo il denominatore 4,
e lo sia nel tempo istesso uno de’'nmumeratori, tutti gli altri nu-
meratori debbono, in generale, esser nulli.Cosi, supposto che sia
nullo il numeratore N,., dimostreremo che & nullo qualunque al-
tro numeratore N,. Di fatti per ipotesi si ha da un lato

Ne=uA, o+ UA, o+t A, =05 (6)

ma d’altra parte, essendo ancora per ipotesi A =0, le quantita
A A r,.., A, , sonoproporzionali alle quantitd A, ,, A, ;.. »
A, , (part. 1%, n° 89); dunque nell'uitima formola sara lecito di
mutare quelle in queste; e quindi risulta, come voleva dimostrarsi,

N,=u,A, ,+UA, ,+ - +usA, ,=0.

Segue da cid che, quando & nullo il determinante delle equa-
zioni, e lo & pure il determinante di una incognita, allora i va-
lori di tutte le incognite prendono in generale la forma indeter-

minata% ; ed indeterminate esse son di fatti, perciocche le equa-

zioni non sono tra loro indipendenti; ma una di esse & conse-
guenza delle altre. Per esempio, volendo dimostrare che nel caso
attuale la prima delle equazioni (1) pud dedursi dalle altre, mol-
tiplicheremo ordinatamente queste equazioni, esclusa la prima,
pei complementi algebrici degli elementi di una verticale qua-
lunque di A, come la ™*, escluso ancora quello del primo ele-
mento; ed allora addizionando i prodotti avremo I'eguaglianza

(an,x Aa.r -+ a:.x A:.r +-- +an,; An,r) z,
B (aa.a A, + aa,_a A+ ta,, An,r) A

+ (a:,n Aa,r + a0 As.r i i ol P An,r) Ty
== (ua A:,r+“r A:,r+ U, An,r .
Ora & chiaro che nel primo membro i coefficienti delle incogni-

te x, , z,, .., Z, equivalgono rispettivamente a —a, ,A,,,
—a, Ay, — G, 0A, ., (par. 1%, u°46); ed il secondo mem-
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bro in virth della (6) equivale a — u,A, ,, dunque risulta

(ax.x X, 40, Ty A= -+ ax,n .t”) A;.r=“xAx.r .

Questa equazione, se A, ,. & diverso da zero, porge la prima del-
le (1), la quale in tal guisa vedesi dedotta dalle altre; e percid,se
sono nulli ad un tempo il determinante delle equazioni, e quello
di una incognita, il sistema delle proposte equazioni &, in gene-
rale, indeterminato.

6. Se tra n incognite si abbia un sistema di n + 1 equazioni,
questo sistema & piu che determinato; ed affinché le equazioni
possano coesistere & necessario che i valori delle n incognite, ri-
cavati da n qualunque delle equazioni, verifichino la rimanente;
o in altri termini, bisogna che eliminandosi dalle equazioni tutte
le incognite, la risultante sia una identitd. Ora questa risultante
identica, o equazione di condizione per la coesistenza di tutte le
equazioni si ottiene immediatamente eguagliando a zero il deter-

- minante di grado n + 1, formato con i coefficienti delle incognite
in tutte le equazioni e con i loro termini noti, cui pud darsi, co-
me piaccia, o il'segno proprio a tutti, o a tutti il segno contra-
rio. Cosl, supponendo che le n equazioni (1) debbano coesistere
con l'altra :

b, +byyt- o - +byy=v , @)

la risultante sara I'equazione
Gy Gy - Oip 4, |=0. @)
. aﬂp! a’,l . al,ﬂ “l
aﬂ.x a“.! M aﬂ.ﬂ “ll
b, b, . b, v

.In fatti questo determinante non muta di valore, se dall'ultima
" verticale si tolgano tutte le altre moltiplicate per le rispettive in-
cognite; ma intanto gli elementi di quella verticale, cangiandosi
nelle differenze tra i primi ed i secondi membri di tutte le equa-
zioni, saranno tutti nulli, se le equazioni si suppongano coesi-
stenti, e perd sara nullo lo stesso determinante.
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Reciprocamente se I'equazione (8) & soddisfatta, le equazioni (1)
e la (7) formeranno un sistema di equazioni coesistenti, ed allora
ciascuna di esse sard una conseguenza delle altre. Cosl,per esem-
pio, volendo dimostrare che la (7) coesiste con le (1), e pud de-
dursi da esse, basterd sommettere alla medesima trasformazione
di poc’anzi I'ultima verticale del determinante; ché in tal guisa
la (8) diviene
Gy Gya o Qg 0 =0,
a..l a!,l * a!.ﬂ 0
aﬁol aﬁ.‘ . au.n 0
b, b, . by v—(bx,+bx A - +byx,)
e poi si trasforma nella seguente

Ay Grg o Ay ( v—(bx$x+ btxa"" -+b,a:,) ) =0,
Gyy Ggq - Gy

.

aﬂ.l al,! M 'al.l

Ora de’due fattori il primo & il determinante delle equazioni (1),
che non & nullo, quando si supponga che le equazioni siano sod-

-disfatte da valori finiti delle incognite z,, x,, .., Z,; e quindi

¢ nullo invece il secondo fattore; il quale adunque riproduce
I’ equazione (7) come una conseguenza delle (1), e perd come
coesistente con quelle, poiche verificata dagli stessi valori delle
incognite.

7. Nella risoluzione di un sistema di n equazioni lineari con n
incognite merita attenzione il caso in cui tutte le equazioni man-
cano di termini noti; e tale & il caso delle equazioni (1) ove si ab-
bia u,—0, u,=0,.., u,=0.’

In siffatta ipotesi il sistema di queste equazioni si riduce ad

Ay TGy Bt o0y z, =0
Ay TGy, Tyt o 0y, Ty =0 ©)

. . . .o . .

Ay TGy s Ty 4 oo+ Gy Ty =0
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ed & chiaro che i determinanti delle incognite sono tutti nulli,
poiché ciascuno ha una verticale di elementi nulli; e perd se a,
determinante delle equazioni,& diverso da zero, i valori delle in-
cognite saranno tutti nulli; e questi valori rendono evidentemente
soddisfatte le equazioni,

Nulla di piu vi & a dire, finch? il determinante A & diverso da
zero; ma se questo determinante & nullo, le espressioni-di tutte

le incognite prenderanno la forma indeterminata %; e real-

mente esse sono indeterminate, imperciocche, se ad una qualun-
que di esse si dia un valore arbitrario,le equazioni (9)si cangia-
no in n equazioni con n — 1 incognite , le quali dovranno am-
mettere valori determinati (n°6), essendo per ipotesi soddisfatta
la relazione :
A=1G,, G q . G;q =0 .

an.: Qge - ao.n (10)

.
Apy Ops - Qg

la quale nel caso attuale & Ia risultante deile dette equazioni, os-
sia I'equazione di condizione per la loro coesistenza. Cosi i valori
delle n — 1 incognite, e quello dato ad arbitrio alla rimanente,
formeranno un sistema di valori per tutte le n incognite, capaci
di verificare le n equazioni; da che poi segue che le incognite, e
quindi le equazioni istesse sono indeterminate, e ciascuna sara
una conseguenza delle altre. ,

Ma se si considerano i rapporti di n — 1 incognite alla rima-
nente, per esempio di tutte le prime all'ultima z, , troviamo che
questi rapporti sono necessariamente determinati. In fatti le equa-~
zioni (9) divise per x, , e messo per compendio

z; Za Ly
=y —— = Vg ye0y — =9
z, 3? Z, 2 ’ xz, R—1 ?

divengono

Gyy VG g V1= +a,,,.,v,,__,+a,,,,=0°
Gux Ok Oy oot By Oy +0aa =0 5 (1)

. . . . . . . . . .

au:” +ansv ‘+‘ ot Gp s Ons +ann—0
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e si hanno in tal guisa n equazioni tra # — 1 incognitev,, v,,..,
v, _,; ma essendo per ipotesi soddisfatta la risultante di queste
equazioni, che non & diversa dalla (10), ne segue,come voleva di-
~ mostrarsi, che sono determinati i valori delle incognite, le quali
attualmente rappresentano i rapporti Ly , Zs , etc.

z” wﬁ

Ora & importante di osservare che nel caso presente le inco-
guoite z,, x,, . ., x, sono proporzionali ai complementi algebrici
dei loro rispettivi coefficienti in qualunque delle equazioni (11),
vale a dire ai complementi algebrici degli elementi di qualunque’
orizzontale del determinante A. Ed in fatti, essendo A =0, &
semprc nulla la somma dei -prodotti degli elementi di qualun-
que orizzontale sia per i loro complementi algebrici,sia per quelli
degli elementi di ogni altra orizzontale; e perd applicando questa
propricta alla ™ orizzontale, si hanno le n relazioni

a,; Ay, + s Ar.n R ol PR Arp= 0
Gy A0y Apy o0y Ay =0

. . . . . .o . . . .

OneAr;tOaArg + o8y Ary=0.

Intanto siccome questo sistema non & diverso dal sistema (9),& ma-
nifesto che i rapporti '

Z T Zns
’ y ey
Ty Ty Ty

non sono diversi da’ rapporti

Ai Ars Ar,n—x

’ LA ] ’
A".ﬂ Ar.n Afm

e si ha quindi la proporzione
Xyt Xyt Tyt B =A At Al AL,

la quale dimostra per lo appunto che le incognite z,, z,, .., 2,
sono proporzionali ai complementi algebrici dzgli elementi di qua-
lunque orizzontale del determinante del dato sistema di equazioni.
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8. Occorrendo di sostituire in una funzione lineare di n varia-
bili i loro valori determinati da n equazioni lineari, il risulta-
mento si pud esprimere per mezzo di determinanti. Supponiamo
che i valori di z, y, 3, i quali verificano lc equazioni

ax+by+cz+d=0,
adx+by+cz+4+d=0,
a"x 4+ by 4"z 4+ d"=0,

debbano sostituirsi nella funzione Ax-+By+-Cz-+D. Dinotata
questa funzione con U avremo un’ equazione che deve coesistere
con le date, e quindi I'equazione di condizione

a b c d =0,
a b d
avy o d

A B C D-U

che si trasforma evidentemente (par. 12, n° 48) in

a b c 0j=|a b c¢c d];
a b ¢ 0 a b ¢ d
a” b ¢" 0 a” ¥ " d"
ABCU ABCD

laonde chiamando A il determinante delle equazioni, si ayra

U=abcdl
a Vo d|a’
a” b " 4"
ABCD

In generale & chiaro che il risultamento della sostituzione &
espresso da una funzione che ha per denominatore il determi-
nante delle equazioni, e per numeratore il determinante che rap-
presenta la risultante delle stesse equazioni e della data funzic-

ne, come fosse anch’essa un’ equazione.
17
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§. IL.
INTORNO ALLA DIVISIONE TRA DUE FUNZIONI INTERE,
ED AL PROCESSO DEL MASSIMO COMUN DIVISORE.

Divisione
1. Date le due funzioni intere e generali di gradimed n
A=a 2™+a,2™ "+ ..+a, , B=ba*+ba*"+..4+1,,

e ritenuto che m non sia minore di n, se si divida A per B finché
si abbia un quoziente intero in x, questo quoziente ed il resto sa-
ranno rispettivamente di gradi m —n ed n —1;laonde designan-
doli con Q ed R, e messo per compendio m —n = ¢, potra sup-

porsi
Q=g,8'+¢,2" "+ .. +q, , R=caw“'+cw“'+ A Oy
e la quistione si riduce a determinare i coefficienti q e c. Ora
essendo identicamente A —= QB +- R, vale a dire
a, @™ + 6,2™ 7 +. . +a,
=(s%" + 42" + . . +q,) (062" +b,2% +. +b.)
+¢, - + X - Cuy s
svnluppando il prodotto, ch’¢ di grado n + ¢ =m, ed eguaglian- -

do i coefficienti delle potenze simili di 2 nei due membri, si han-
no i due sistemi di equazioni lineari

a, =4qp,
a, =q.b,+ ¢,b,
(1) { 6, =qb+ ¢,b, +gq,b,

as = qobt"" qxv bc—x -+ Qa b._,-!— b + q'lbo
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G =qbe, +a:b +qb +..+qb +e,
O =G bua +0bes+0b oot gb o
@) v v e i e e e e e e e e e e e
Biors ™= Go Dersrs + Qs Vers + Qo Dgrgy + + « + by + ¢,

. . . . . . . 3 . . . . .

Le (1) indipendenti dai coefficienti del residuo ¢,,-c,, etc. val-
gono a determinare i coefficienti del quoziente ¢,, gq,, etc. ; e
quindi le (2) varranno a definire i coefficienti del residuo; ma
questo cenno merita piu distinto sviluppo.

 Residwue

2. Per avere in generale l'espressione di un coefficiente qua-
lunque del residuo,come di ¢, , osserveremo che, dovendo le equa-
zioni (1) coesistere con ciascuna delle (2), e pero anche con queHa
che contiene c,, dovra essere soddisfatta la condizione (§I, n°6)

b, 0 0 .0 a, =0 (3)
b, b, 0. .0 a
b, b b, .0 a,

.

b, bs-—x bc-: . bo a,
bt-i-H-l bﬂ-: bc+s—x . bsﬂ Qg i3 Cy
la quale subito si trasforma in
b, 0 0 .0 O=b O 0 .0 g
b b O .0 oOf [, b O .0 a
b b, b, 0 o] |o, b b .0 a

by besxbn b O 1B b bpa . b, @

bersrr Devs Devas o pin € bersrs Dors Dprsy « Dprs Bpigrs

Di questi determinanti,di grado ¢ +-2, il primo equivale a b5*’c, .
In quanto all’ altro, scrivendo le verticali in ordine inverso, e poi -

-~
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mutando le orizzontali in verticali, non cangia il suo valore as-
soluto, ed il segno sara definito (par. 1%, n°39,1I) da

(_1> :—(5+2) (e+x)=(_1) —:—c (e—1)+s — __ (__ 1 ) %3 (e=3) :

laonde ponendo (*) i=(—1)‘: fe=1) | risulterd

—1 By @y o g Gg_; Qg Ggypy
G=7eE|0 0 .0 0 b, -b,,
00 .0 b b b,
00 .5 b b b,
0 b, . bbb, beo,

b by« beabes b Desprs

Questa formola, facendovi successivamente s=—90,1,2, ..,n—1,
porge tutti i coefficienti del residuo; ma come i determinanti, cui
da luogo il secondo membro, sono i successivi determinanti della
matrice a due scale, di gradi 1 ed ¢+ 1, formate con le serie
dei coefficienti delle funzioni A e B ; se si dinota questa matrice
con D,, e quindi conD,,, D,,, D,,,..,D,,, isuoi succes-
sivi determinanti (par. 1%, n® 120) (**), ponendo

P= (Dx.o w'—‘+Dx.l x”..+Dl,.l e +Dl.ﬂ-—l ’

otterremo pel residuo I' espressione
1

R=-—i—b:+—lp.

Cosl la costruzione del residuo R vedesi ridotta a quella del poli-
nomio p, il quale si forma all'istante, poiché i suoi coefficienti

{*) Si tenga presente che in tutto cid che segue il simbolo { avra costan-

temente lo stesso significato.
(**) Per le convenzioni stabilite nel luogo qui citato la formola precedente

pud mutarsi in
1 |(a)

Cp == e
' 'b2+‘ (bo) &+1 I s
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sono i successivi determinanti della matrice di 1° ordine, a due
scale (a,), (b,); ed & osservabile ch’esso & intero non solo rispetto
ad x, ma anche rispetto ai coefficienti delle funzioni A e B.

3. L'espressione del polinomio p si compendia subito in un
solo determinante, perciocche i coefficienti sono determinanti, i
quali non differiscono che nell’ ultima verticale ; e quindi si ha

P=[0,8; « Gy Gy O (B, " + Gy & "+ .+ 0y )
00 .0 0 b OB 2"+b z"+.+b, )
00 .0 b b (b 2*4+b & +.+bx )
00 .5 b b (b, 2™+0b 2"+.+0b,2")
0 bo ¢ bl’—-l bs—a be—-x(bl =" + bl+l . + .+ bnw‘—l)
by By + Beg bey b (Bers " A4 bpry T 4= . by 2° )

Del resto & chiaro che questo determinante si forma dalla matri-
ce totale D, riunendo in una le sue ultime n verticali, ordinata-
mente moltiplicate per 2" *, 2" *,.., z, 2°.

4. Ma I' ultimo determinante prende una forma notevole se al-
I'ultima verticale si aggiungano tutte le precedenti moltiplicate,
a cominciar dalla prima, per le successive potenze ™, ™,
™, z®, poiche allora si ha evidentemente

ey

p=|a,6, . 8 48,0, A
00 .0 0 b B
00 .0 b b Bx
00 .b b b Bz
0 b .b_, b_o b, B**
b, b, . be_ b._, b, Bz*

5. Per concretare con qualche esempio le precedenti trasfor-
mazioni supporremo in primo luogo che siano uguali i gradi delle
funzioni A, B. In tal caso si ha m=n, ¢=0, i==+-1, e quindi

1
R=— -F;p.
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Inoltre i coeficienti del polinomio p sono i successivi determi-
nanti della matrice :
a, 6, a,a,..a,
b, b, b, b, ..b,

.
9

e si ha in conseguenza

p=|a, a,;|2"*+|a, a,|z""+|a, a,]z""+u+ a,a,

b, b, b, b,1: b, b, b, by

=|a, (62" +a,a" "+ .0, , 2+a,) | =6, A] .
b, (b, *+b & "4+ +b,_, 2-+b,) b, B

Supponendo in secondo luogo che i gradi di A e B differiscano
di uno, avremo m=n+1, ¢=1, i=--1, e perd

R=—-— P.

b

Attualmente i coefficienti del polinomio p sono i successivi deter-
minanti della matrice

aoa,a,a,. o By Byl s
0b,bb,..b,, b
by b, by b, . . by O

e quindi risulta

p=la,a, a,| z**+| a, a, a,|x"*+..+]|a, a, a, [T+|a,a,ay,,
0 b, b, 0b,b, 05,5, .| [os,0,
b, b, b, b, b, b, b, b, b, b, b, 0

0 b, (b, z""+bx""+..+b, 24+b, ) 0B
b, b, (b, " *+b,x**+..+b, = ) b, b, Bx

a,a, (a,z""+a, 2" +..4a, z+44a,.) |= I a,a, Al.



127
Quoxiente

6. Un coefficiente qualunque'q,, del quoziente Q & dato dalle
prime k equazioni del sistema (1); e si ha cosl la formola generale

| 180 0 .04, ,'(;1)*‘30 b 0.0 .0
llg=b:—:-b, bb 0 .0a, =r:«Ta,. b, b,Ol-.O
b, b, b, .0a, la, b, b, b, .0
by sbnbis - Dy, @ b b aby,y . b
by by iy . by a b bbb,
la quale, ponendovi successivamente k=0, 1, 2, 3, etc. porge
__a, 1 |a,b, 1a,b,0
. —_— — —— — A ’ '=—.— » etc-
2=, T g, 4q‘ " |a, b, b,
a, b, b,

7. Ma il quoziente Q si pud esprimere con un solo determi-
nante.In fatti dovendo le ¢ + 1 equazioni (1) coesistere con I'altra

Q=g 2" +¢, 2" "+, "0 ¢, ,

sussisterd 'equazione di condizione -

b, 0 0 .0 0a|=0,
b,b, 0 .00 a,
b, b, b, .00 a,

bl bc—x bt-a‘ . bx bo a;
Fat .21 Q . ,
la quale risoluta rispetto a Q, nel modo tenuto per la (3), porge

T o_——11s,0 0o .0a)|_ 1 |a .a,_,a_a0].
=p= b, b, O L0a| W7o .o o bl
5, b, b ..0a, 0.0 b ba
e e 0 .5, b b a
be by b . b, e e e e
S g, 10 by - Doy by_y b, @
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e se dinotiamo con ¢ 'ultimo determinante, il quale & intero non
solo rispetto ad =, ma anche rispetto ai coefficienti di A e B, si
avra piu semplicemente

1
o= e

Applicando queste formole ai medesimi esempii del numero
precedente, si ha:

Pel 1° esempio , Q=-;o—q y g=|a, 0|=a,
b, 1
Pel 2° esempio Qz—:;-q , g=|a,a, 0
: ° {0 b, 1
b, b,

8. Intorno alla divisione aggiungiamo le due seguenti osserva-
zioni :

I. Spesso la divisione della funzione A per B vuol regolarsi
in guisa da ottenersi un quoziente ed un resto intero non solo
rispetto ad z, ma anche rispetto ai- coefficienti di A e B. Ora &
chiaro che percid basta moltiplicare il dividendo pel principale
coefficiente del divisore (*), elevato ad una potenza uguale al nu-
mero de’termini del quoziente,e quindi per b;"*; ma & manifesto
che il quoziente ed il resto, che si otterrebbero in questo caso,
sarebbero appunto i due polinomii che abbiamo indicato con ¢
e con p.

II. Talvolta la divisione vuol condursi innanzi anche con po-
tenze negative di x al quoziente; ma si comprende che la legge
di composizione de’successivi coefficienti & sempre quella che ri-
sulta dalle formole del n° 6; ed & cosl per esempio che si ha:

az+a, 4, _, 1ab| , 114,50 _,
T [

_(*) Si usa di chiamare principale co¢fficiente di una funzione intera e ra-
zionale di una variabile quello che appartlene alla piu alta potenza della
stessa vanablle
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Relazionl tra { cocfMelenti
del dividendo, del divisore, o del resto.

9. I coeflicienti de’polinomii A, B, R, che sono dividendo di
grado m, divisore di grado n, e resto di grado n—1, danno origi-
ne ai tre sistemi di quantita

. Ay 58 48y o« Ay, /(do)
b s by 5 by, .. by (b,)
€Co 9Cr 9 Cq ye ey Cp 4 (co)

tra le quali sussiste una importante relazione,che esporremo nel
seguente teorema :

I successivi determinanti della matrice a due scale (b,) e (c,), di
un'ordine qualunque r, sono proporzionali a quelli della matrice
@ due scale (a,) e (b,) dell’ordine r+-1.

~ Se nella matrice a due scale (b,) e (c,) dell'ordine r si aggiun-
gano s+ 1 orizzontali alla scala superiore (b,), con cid non si fa
che moltiplicare i suoi successivi determinanti per b5™*; e quindi
essendo -1 il grado della scala (c,), usando una notazione con-
venuta (par. 1%, n°® 120), avremo l'uguaglianza complessiva

l (®a)r Bo)rrews| -

(co) 4z (co r+1

Biéogna intanto osservare che la matrice del secondo membro &
incompleta nella scala inferiore per s+ 1 orizzontali (par. 12,
n° 114); ma se il simbolo ¢, si muti in y,,.,, e cid per aumen-
tarne I'indice di ¢« + 1 unit, allora la serie ¢,, ¢,, .., Cy_,,
mutandosi i ye,; » Yeias -+ 7esn» POtra riguardarsi come un
caso particolare della serie

=1

—

Yoo Txs Tar* * > Ver Yetrs Ye+ar e * 2 Ygtn o ('Io)

che riducesi a quella supponendo y,==y,= .- y,=0. In questa -
ipotesi adunque I'eguaglianza precedente pud scriversi

o ==l

ma attualmente la matrice a sinistra & una matrice completa. In-
- 18
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vertendovi l'ordine delle due scale,perche sia superiore quella di
grado piu piccolo (par. 1%, n® 115), non si altera punto il valore
assoluto dei successivi determinanti; e siccome cio si ottiene di-
sponendo le orizzontali in ordine inverso, cosl si trova agevol-
mente che il segno conveniente a ciascuno, & quello definito da

(_1) 7:- §(e—1)+r+1 — (_1)1‘-0-: i .
poiche (n° 2, rota 1% si ha i-—__—(—l) Te6-0; e quindi risulta

' )

(7o)r+x
(bo) rre+s

l - r+x bE+!
r+x

Cio premesso faremo subire alla scala superiore (y,) dell’'ultima
matrice la seguente trasformazione, che punto non altera i valori
de’suoi successivi determinanti « Ad ogni orizzontale di quella
» scala aggiungeremo la sua associata (part.1*, n° 116) nella scala
» inferiore (b,) con altre ¢ orizzontali,che immediatamente la pre-
» cedono in questa scala, ordinatamente moltiplicate, a comin-
» ciare dall’associata, pe’successivi coefficienti del quoziente, vale
» adireperq,, ¢, 4., - - , g, »- E chiaro innanzi tutto che in
tal guisa gli elementi nulli, che precedono I'elemento iniziale v,
di qualunque orizzontale della scala superiore, si riproducono
ancora come nulli in seguito della trasformazione; ed inoltre
che la serie degli altri elementi v,, 7,5 a5« < » Y65 Tewss Ternr
etc. si cangia nella serie delle espressioni

% + qobo ’

T+ qobx -+ qxbo ’

72 + qobn —+ qxbx +qsbo ’

7 + qobl + qxbt—: -+ qnbe—u el ok’ M bo ’

Yorst Qobers + @b +qbes 4o+ ¢, b,

Yerat Qobesa + Qibers + g0y +--+4q. b, ,
Oraessendo-y.,:.,,:.,‘: o=q,=0,e Y1 =Co 5 Yers==C, ,
etc. , osservando ai sistemi di equazioni (1) e (2), si vede che
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queste espressioni equivalgono ordinariamente ai termini della
serie a,, a,, a,, etc.; e ne risulta che la scala (v,) si trasforma
nella scala (a,). Cosi I'eguaglianza (4) diviene

(bo) r 1 (ao),._,.,

Cree | = T | (B ragn ®)

e sotto questa forma essa non & che la traduzione del teorema
enunciato; perciocché indica che i successivi determinanti della
matrice a due scale (b,) e (c,), dell’ordine r, sono uguali a
quelli della matrice a due scale (a,) e (b,), dell'ordine r+1, fatta
perd astrazione dal divisor comune

()b
donde poi segue che i primi determinanti sono proporzionali ai
secondi.

10. Immaginando che sia cambiato il segno al resto della di-
visione di A per B, dovra cambiarsi il segno a ciascuno de’coeffi-
cienti ¢,, ¢,, .., ¢,_,. In questa ipotesi adunque la scala infe-
riore (c,) della matrice nel primo membro della (5) dovrd mu-
tarsi in (—c¢,); ma poscia cambiando il segno a ciascuna delle sue
r-+1 orizzontali, quel primo membro diverra

(—=1)™ 1 (0o), |;

(co)r+1
e perd nel caso che consideriamo I'uguaglianza (8) si riduce a
6 | 2t @ |- " ®
(00)1'4-! ‘bo * (bo)f+¢+l

11. Nel caso particolare di <=1, cio¢, quando i gradi’ delle
funzioni A e B differiscono di uno, si ha i =-1 ; quindi, se il
resto ha il suo proprio segno, si ha pilt semplicemente,

Ce |_ 1 |@Jen|s -
(oo)r+x (—l)ﬁ-‘b; (bo)r-u
e, se il resto della divisione abbia il segno mutato, si avra

o | =% lone|

®)
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Espression) dei residul rismitnnti dal procecsso del massime
comun divisore tra due fanzioal di gradl gualungque.

12. Istituendo la ricerca del massimo comun divisore tra le’
funzioni A e B, che supponiamo a coefficienti indeterminati, e
quindi prime tra Joro, si perverra ad un resto indipendente da = ;
e siccome la funzione B & di grado %, i resti successivi saranpo
di gradi s—1, n—2,.., 2, 1, 0, Intanto converremo di mutare
il segno ad ogni resto pria che faccia dadivisore, e chiameremo
R,, R,,.., R, questi n resti co’segni cambiati.

Cid premesso essendo il residuo R, , vale a dire il residuo ¥™°,
di grado n—r, supporremo in generale

Ry= bf,') ™ 4 bﬁr) e I T b&r)-’ﬁw—‘ T e o b(r)

n-r 3

e conseguentemente per r=1, 2, 3, .., n si avra

R, =b/a" "4 b/ 2™ 4. +b'_,ao+b SN
R. _bllxﬂ—a_l_b/l n—s+ —I—b

-

R, ,=bG "2 + b ,
R, = b .

Or noi possiamo subito esprimere i coefficienti di questi residui
in funzione di quelli dei polinomii A e B, osservando che i coef-
ficienti di questi polinomii e de’residui dinno origine al sistema
di serie (a,), (bo)s (b)) (B”) (0™ s « - » (b,™), al primo terno
delle quali si applica Ja formola (6), e ad ogni altro terno la
formola (8). Cosi supponendo, per esempio, che si tratti di
calcolare i ecoefficienti del quarto residuo R,, figurati da b)) »

by, by, .., b ,etc. avremo in primo luogo (n°2, nota seconda)

(5")x
(B")s

9

bIV b —

s
-

ma, siccome i determinanti della matrice in veduta sono uguali
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a quelli della matrice a due scale (b)), , (b,"), divisi per b,""; poi
questi uguali a quelli dell’altra a due scale (b,), e (b,), , divisi
perd,”: e poi gli ultimi uguali a quelli della matrice a due scale
(@,)0s (bo)4ss » divisi per ib3™", risultera

s I?JL’)’;.' '

Cid basta intanto per conchiudere senza pit‘l che si ha in generale

T T 0
tb,, (b,, b, b)".. b, )) o)r+e

e quindi possiamo enunciare il seguente teorema:

I coefficienti del residuo r™° sono uguali ai successivi determi-
nanti della matrice a due scale (a,), e (by)y.,, divisi pel prodollo
- de'quadrati de’principali coefficients di tutll’i precedenti residui e della
potenza (s +1)™ del principale coefficiente di B, presa col +, 0°

s

b{" =

col — , secondoché il numero %- ¢(e—1) & pari, o impari.

{") Potendo essere utile di conescere il segno che prende il secondo mem-
bro di questa formola quando il processo del masstmo comun divisore & con-
dotto senza il cambiamento di segno ai resti, esamineremo per questa ipotesi
lo stesso caso considerato nel testo,ed avremo in primo luogo (n® 2, nota 23).

.v (— 1) (b'). .

Ora il determinante del secondo membro equale al corrispondente determj-

nante della matrice a due scale (b,'),, (b,"); moltiplicato per = 7 ,1,1 ;5 poi

questo uguale & quelto della matrice a due scale (o), , (Bo"), , moluplical‘o
per L,’l- ; e Nultime finalhente uguale a quello della matrice a due sealo

(@)g 5 (D0)se » moltiplicato per (;—2: 5 cosi risulta
b= (=)' (=1 (1) (=1 | (a0)
bﬁ.r-(bl b’”) : (bo) 4+C s
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13. Quando ¢=1, si ha i==—+1, ed il teorema si modifica co=
me segue:

Se i gradi dei polinomii A e B differiscono di uno, i coefficienti
del residuo r™ sono uguali ai successivi determinanti della matrice-
a due scale (a,), e (b),.,, divisi pel prodotto de’ quadrati dei prin-
cipali coefficienti di tult’i precedenti residui e del polinomio B.

In questa ipotesi adunque il divisor comune dei determinanti
¢ una quantit essenzialmente positiva, e la formola si riduce a

b(r) — ; 1 . (al))"
¢ (ba bo bo” bom b bo(r-l)) (bo)f+l

14. Ponendo per compendio

s

a == 1B (8, B B .. BED Y, D, = | @ I
(bo)r+c s

la formola generale si muta in
1

b — —_ .
s = D,;

quindi pe’ successivi coefficienti del residuo R, abbiamo

1 1 1 1
b(:)::r D,,, bﬁr):;D,.',, bg*)-_-; m,..,b,.l,:; et *

e conseguentemente lo stesso residuo risulta espresso da

) \
R, =— (D, " "+D,, 2"+ Dy 2 Dy y) 5
r

Ora & chiaro che pel residuo ™ il numeratore del primo fattore sarebbe

(_1)1 (_2)a (_1):- ' . (_1)r=(_1)1+a+a...+r= (_1) 3 T (r+1) ;

e quindi segue che,se nel procedimento del massimo comun divisore si opera
alla maniera ordinaria, vale a dire senza cambiare il segno ai resti, si avra in
generale

(@)

) (r)_ (_1)—:-1'(!'-!-1)
b (B )ese

T SR A XEerb
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Che, se facciasi
= Dr'o $H+D,-'x $H-I+Dr.. w""""—l— (X +Dr'1|_r ’

si avrd pil concisamente
' 1
Be= e

Dei due fattori che entrano in questa espressione il primo, che
non dipende da x, riassume tutti quei fattori ch’é lecito di sop-
primere nel calcolo de’residui, mentre il seconde p,., ch’® una
funzione di @, & cio che importa nella teoria del massimo comun
divisore. Or noi distingueremo il fattore p, col nome di residuo
semplificato corrispondente al residuo completo R, ; e 1a sua espres-
sione, gid compiutamente definita, pud concretarsi nel seguente
teorema:

Applicando il processo del massimo comun divisore a due fun-
ziont di qualunque grado A e B, i coefficienti del semplificato r™
residuo saranno ordinatamente uguali ai successivi determinanti
della matrice a due scale dell’ ordine ¥™°, formate con le serie dei
coefficienti di A e B. '

E qui giova osservare che ciascuno de’ detti coefficienti & una
funzione omogenea de’ coeflicienti di A e B, di grado 2r-¢; ma
in particolare essa & ancora omogenea e di grado r rispetto ai coef-
ficienti di B; e parimenti omogenea e di grado r—+¢ rispetto ai
coefficienti di A. . ,

15, E manifesto che i risultamenti e le formole stabilite in
questo articolo coincidono, nella ipotesi di =1, con quelle e~
sposti al numero 2; ed ora aggiungiamo che le trasformazioni
operate nei numeri 3 e 4 si estendono identicamente a qua-
lunque semplificato residuo. Cosi, conformemente al numero 3,
I'espressione di p, pud compendiarsi in un solo determinante,
riunendo in una le ultime n—r+-1 verticali della matrice del-
l'ordine r™°, ordinatamente moltiplicate per le successive potenze
™", ™", .., z, 1. E.se all'ultima verticale di questo de-
terminante si aggiungano, come al numero 4, tutte le prece-
denti , ordinatamente moltiplicate , a cominciar dalla prima,
per le successive r + s—1 potenze ™", g™, ., ",
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avremo pel semplificato residuo I'espressione notevole :

8,8, . Gy, Gy ;G .G, ac—; G, . Opigs A"t
0Oa, . 8 ;8 o8 . G, 0y G,y Qpiyy Az™ i
00 .a, a, a, .6, G, G.,. aq Az
00 .0 a, a, .a,,a @a,, .0a_, A
=100 .0 0 O .0 b b b, B
00.0 0 O .b b -0 .0 Bz
00 .0 0 0 .b b b .D, Bz
0 bo . br—n b,._. br-x . b, bc—a b&-x . br+o—s Bz**
bo bl ¢ _bﬁ—a br-x br. N bo—n bl—x bl * br-n—a Bx‘-'

in cui il determinante a dritta differisce solo nell'ultima verticale
dal principale delerminante della matrice a due scale (a)) e (b,)
dell'ordine r, e ne risulta cambiandovi semplicemente i primi r
elementi dell'ultima verticale ne’prodotti della funzione A per le
successive potenze ™, z"2,.., @, 1, e gli ultimi s elementi ne’
prodotti dellafunzione B per le successive potenze 1, z ,&*,.., &**.

16. Per concretare con un esempio le precedenti conchiusioni

supporremo

A=azx*+-bz'+cx*-+-dx+-e,

B =px'+qx"+rz+s.

In questo caso si hanno tre semplificati residui p, , p, » py, di grd-
di 2°, 1°, 0; e perd, formate le corrispondenti matrici di 1°, 2°,

3° ordine, avremo

pp=|a b ¢c|z*+|a b dx+|a be
opq opr 0p s
lpqgr P yqs pq0
=la b cx*+dr+e|=|a b A
0p qx*+rX+8 op B
P q re*+sx » q Bz
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n=|abcdelr+|abecdO|=|abecd ex
Oabcecd Dabecee 0abc dote
00pgqr 00pgqgs 00pgq rx+s
Opgqgrs 0pgqgr o0} Opqgr sx
pqgrso pqrso pqrs 0

p=|abcde00]=|abcde0 Az’
Oabcdeo Oabcde Ax
00abdbcde 00abcd A
000pgrs 000pgr B
00pgrso 00pgrs Brx
Opgrsoo0 0pgrsO0 Bz
pqrs000 pqrs00 Bx’

17. In quanto al calcolo numerico de’semplificati residui non
sapremmo assegnare un metodo pilt semplice e piu spedito di
quello che abbiamo sviluppato nel § XI della prima parte, dal
n® 123 al n°® 129 ; e perd se dinotiamo con A, ¢ > Ariess drigas
etc. i trasformati de’successivi determinanti della matrice a due
scale D, , siccome allora si ha in generale (part. 1%, n® 127)

Dr.a == rd BArig,s
o '
otterremo '

1 -
o= t_lT (Ar+e.om"—'+Ar+c.xa’M Teee +Ar+¢.n-r) .
(]

Intanto supponendo gid costruita la ridotta generale e quadrata
An.qs 0 ch'e lo stesso A, , potremo Subito esprimere il residuo p,
per mezzo di un solo determinante,formando prima una matrice
con le prime r— orizzontali della ridotta generale, e poi riu-
pnendo in una le sue ullime n—r—-1 verticali ordinatamente mol-
tiplicate per le successive potenze ™", ™", .., 2*, z, 1;
che in talguisa si ha un determinante di grado v+, il quale di-
viso per a, , sard equivalente a p,. Che se piaccia di sopprimere
questo divisore non evvi a far altro che cambiare le prime ¢ oriz-
zontali della ridotta in una scala inversa di grado ¢, formata con

i coefficienti dglla funzione B.
. 19
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Applicando questo processo all'esempio di poc’anzi, comince-
remo dal formare la matrice bilineare

abcade | '
Opgqrs
e di seguito il sistema triangolare

ap aq ar as ’
ar+bg—ep as+-br—dp bs—ep

bs—ep-t-cr—dq cs—eq
ds—er

che rappresentiamo per compendio con
C“ cn C" cu M
cll cll c“
Css ,0“
Cu
Quindi, essendo attualmente « =1, avremo
—| Cxx cnx""cnw""cu H
L]
Cax Caa —+CpyT+Cyy

—_ 2
Ap =] €55 Cyq | & | €5y Cpy | X [Cry €y

cll cll cll cl’ cll cl4

@py=| €5z Crq Cps | T4 [ Cry Cra Cyy| == €z Cra Caa T+Cyy 3

C“ cn cu cn cn C“ C" 0.. cn ‘”+cu

cll cll cll cll cll cl4 cll cll cll w+c“

@py==] C;z €14 Cys Cyy| -
Cax Cas Coy Cqy
Csy Csq C3s Cgy

Cax Caa Cis Cyy

18. L’espressione del completo residuo R, si ha nel prodotto
del corrispondente semplificato residuo p, , moltiplicato per ;1'- ;
pero essendo (n° 14)

a=ib3** (b,' b,7 b ... bo(r-;-s) bo(r-x) »,
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@ ancora necessario di esprimere questa quantitd per mezzo dei
coefficienti di A e B; ma a tale effetto renderemo piu concisa la
notazione dei principali coefficienti dei semplificati residui p,,
Pas ps s €tC.,0 che & lo stesso dei principali determinanti delle ma-
trici dei diversi ordini, finora rappresentati con D, o, D, o, Dy,
etc. In cid che segue sopprimeremo da questi simboli il secondo
indice, e scriveremo semplicemente D,, D,, D,, etc.

Cid premesso Iespressione della quantita «,, escludendone I'ul-

timo fattore (5{"~)*, si muta in quella di «,_,. Inoltre essendo

(n® 1%) B = % r—x,s » PET $=0 avremo
—~1

b‘(’r-’)=—L D"—'l ;
Kpx
quindi si ottiene
1

Gy =y "3 Df.'—z H
Gy—x
€ ne risulta

Oy %y — D:'—l .

Questa formola compie immediatamente la trasformazione di cui
trattasi. Infatti essa porge la serie di relazioni

0 2 =D} , 2,0,=D} , ¢,0,=D; , a,4,=Dj , etc.

dalle quali si ricava per successive sostituzioni

15 .1 D:D: __1 DD{D;.-D;, ,
G.—-;:' r’ 1‘—;!-'3:— ’”’a’y'—% DIDL.'D’P"'I’
L, D __ DD ___DDiD:.-D},

P T DD e MDD D,

~ Essendo adunque conosciuta I’ espressione di «, , poiche si ha

— gpe*r
“x—‘b: ’

nulla pitt manca per la costruzione de’ completi residui in fun-
zione de’ coefficienti de’ polinomii primitivi A e B.
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Relazioni tra i scmplificat residul

19. Siano Q,, Q,,.., Q, i quozienti che si ottengono appli-
cando il processo del massimo comun divisore alle funzioni A, B,
senza sopprimere, né¢ introdurre alcun fattore; ed R,, R,,.., R,
i corrispondenti residui con i segni cambiati; avremo in siffatta
guisa la serie di relazioni

A=Q,B —R. ’ B; =anl —Rl ’
B=Q.R,—R, , R, =Q.R, —R, ,

. . . . . .

RHﬂnB»—f—Bn s
le quali, essendo in generale R,=-£r , si trasformano in
af

e, A=2,Q,B—p, @ty p=asay Qy po —a, % Ps>

“:%B-_—'“anPx—“xPn y O3y pT—agay Q4 Ps —%a U3 Py

@y Oy P g %nQp Pa—x""%n—a%n—3Pn >
e queste, se pongasi per compendio

&y Q.= 9 ’ g2y Ql=q1 ’
ag Qs =4, ’ Agly Q4=q4 ’ (9)

ar—:“rQ;qr ’ /
tenendo presente che si ha in generale «,_, =D}, ,, diverranno

a2, A=¢,B—p, ’ D: Px =4qsps —Di ps
D:B=qsh—“l Ps D: Pa —Ysps _D: Ps (10)
D ;tna=0 Pn—x_D’n_—a P
Intorno a queste relazioni osserviamo che le ¢,,q,, . . , g, sono,
come risulta dalle (9), funzioni intere di x, la prima di grado ¢,

tale essendo il grado di Q,, ¢ tutte le altre di 1° grado; ma ag-
giungiamo che desse sono altresi intere rispetto ai coefficienti di
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A e B; perche intere son pure tutte le altre quantita che sono in
vista nelle relazioni (10). Del rimanente ¢ chiaro che {tali rela-
zioni sono quelle che si avrebbero quando tutte le divisioni fosse-
ro regolate in guisa da evitar frazioni (u®8), perciocché il primo
dividendo A si & moltiplicato per «,=1tb5"*, cio& per la potenza
(e-41)™ del principale coefficiente del primo divisore, ed ogni
altro dividendo & moltiplicato pel quadrato del principale coeffi- _
ciente del corrispondente divisore. Faremo inoltre osservare che
il resto di ciascuna divisione, a ‘cominciare dalla seconda, & un
prodotto di due fattori, I'un de’quali & il semplificato residuo, e
I'altro & lo stesso fattore introdotto nella precedente divisione ad
oggetto di evitar frazioni. Quindi risulta che, se il procedimento
del massimo comun divisore tra due funzioni intere sia regolato
in guisa da evitar frazioni, ogni resto, a cominciar del secondo,
sara divisibile pel fattore introdotto nella precedente divisione; e
perd, sopprimendo dal resto un tal fattore, pria che faccia da di-
visore, tutti i resti cosi ottenuti corrisponderanno precisamente
ai nostri semplificati residui.

20. Segue da cid che precede,che, in generale, tre consecutivi
semplificati residpi p,_,, p._,, p, SON0 legati dalla relazione

Dr_; pr-a=4rpr—1—Dr s pr »

nella quale i valori regolari di r sono tutti glinteri da 3 ad n,
perche l'indice di p non pud essere né minore di 1, né maggiore
di n. Per r=n—+1 si avrebbe

D3 pn—z = Qnrs P - Do s Patx

Questa relazione corrisponderebbe alla divisione del penultimo
per I' ultimo dei sempljficati residui; e siccome I'uno & di 1°, e
I' altro & di grado zero, il residuo di tal divisione & nullo, e quindi
si avrd D} _, p,,,=—0; ma D,_, &, vista la sua significazione, una
quantitd diversa da zero; dunque si avrd necessariamente

pors=0, ()

(") Segue da cid che, nella ipotesi di r==n.4.1 , deve ancora annullarsi il.
determinante,che esprime il valore di pn+1, secondo la formola del n® 15; ma
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e I'eguaglianza precedente si ridurra a D} p,_,==(u+1 po ; Ma & an~=
cora D,=p,, ; perciocche p, essendo 'ultimo dei semplificati resi-
dui, ¢ indipendente da z, e la sua espressione equivale all’ unico
determinante della matrice quadrata a due scale (a,) e (b,), del-
I'ordine il piu elevato n; dunque risulta

' Dy i =Gnss-

Condizionl perché due funziounl ammettano un divisore di grade
assegnato. Determinazione di questo divisore.

21. Fin qui si & supposto che le funzioni A e B fossero prime
tra loro,ed in questa ipotesi I'ultimo de’semplificati residui & ne-
cessariamente diverso da zero; ma ora ¢ manifesto che, se quelle
funzioni ammettano un divisor comune di grado k in z, questo
divisore non pud differire che per un fattor numerico dal sempli-
ficato residuo di grado k, figurato da p,_;; ed in tal caso saranno
identicamente nulli tutti gli altri residui da p, ,,, fino a p,,
vale a dire da quello di grado ¥—1 fino a quello di grado zero.

Reciprocamente, se sono identicamente nulli tutti gli ultimi
residui da quello di grado k—1 fino a quello di grado zero, le
funzioni A e B ammetteranno necessariamente un divisor comu-
ne di grado % in x, il quale non pud differire che per un fattor
numerico dal semplificato residuo p,. ;. Parrebbe da cid che per

questo fatto merita un chiarimento. E dapprima bisogna osservare che, sic-
- come quel determinante é cid che diviene il principale determinante della ma-
trice a due scale (ao)  (bo) dell’ordine r , trasformandovi gli elementi dell’ ul-
tima verticale, come si disse in quel luogo, cosi, tenendo presente che nella
ipotesi attuale il numero delle orizzontali della matrice supera di uno quello
delle verticali (par. 12, n® 119), affinché sia possibile la costituzione del de-
terminante, bisogna aggiungervi un’ ultima verticale di elementi nullis e per-
¢id anche nullo & il suo valore. Ma quindi esso non cesserd di esser nullo
applicando all’ ultima verticale la trasformazione dichiarata nel n® 15, vale a
dire aggiungendole tutte le altre, ordinatamente moltiplicate, a cominciar dalla
prima, per le successive potenze x™*®,gM+"—1 . . . x, 1, com’esser
deve nel caso di r=n+1.
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'esistenza del comun divisore di grado k dovesse verificarsi il si-
stema di condizioni

D, =0,

D, =0, Dn-m =0,

D,, =0,D,,, =0,DH" =0,

Du—h-x:o s Da—gpiy =0, Dn—h-u,:= re oy n—k—n,k—x=0 ’

che sono in numero di % k(k-+1). Ma & facile a riconoscere che

queste condizioni non sono tra loro tutte distinte, e le condizioni
veramente indipendenti si riducono alle seguenti k equazioni

p,=0,D, ,=0,D, ,=0,..,D, ,.,=0.

In fatti, supposto dapprima che si abbiasoltanto D, —0, cid equi-

vale a supporre che sia nullo I'ultimo residuo p,, il quale ¢ indi-

pendente da z ; ed in tal caso le funzioni A e B ammettono neces-

sariamente un divisor comune di 1° grado, il quale non pud dif-

ferire che per un fattor numerico dal penultimo semplificato re-
- siduo p,_, , 0ssia da i :

D,._,x-l’D,._,,, .

Ora & manifesto che in questa funzione non potrebbe supporsi
nullo il principale coefficiente D,,_,, senza che sia nullo anche
laltro D,,_,,,; poiché altrimenti le funzioni A e B non piti am-
metterebbero il divisor comune di 1° grado; il che & impossibile
quando sia,come si & supposto, D,=0. Cosi questa condizione,
e 'altra D,,_, — 0 importano che siano identicamente nulli i due
ultimi semplificati residui p,, € p,_,; € da cid poi risulta che, se
non & nullo il residuo precedente p,_,, le funzioni A e B dovran-
no necessariamente ammettere un divisor comune di 2.° grado,
"il quale non pud differire che per un fattor numerico dal:detto
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residuo, vale a dire da

D, 2*+Dy_,, 24Dy o,

Similmente si dimogtra che in questa funzione non potrebbe sup-
porsi nullo il principale coefficiente D,,_,, senza che lo siano gli
altri due D,,_,, e D,,_, ., perche altrimenti le funzioni A e B non
piu ammetterebbero un divisore di 2° grado; ma ora, senza piu, &
manifesto che, se sono nulli i principali coefficienti di un numero
qualunque deghi ultimi semplificati residui, questi residui sono
tutti identicamente nulli; e pud quindi enunciarsi il seguente
teorema:

Affinché le funzioni A e B possano ammettere un divisor comune
di grado k é necessario e sufficiente che siano nulli { principali coef-
ficienti di tutti gli ultimi k semplificati residui, vale a dire da quello
di grado k—1 fino a quello di grado zero ; e, quando cid sia, il di-
visor comune non puo differire che per un fattor numerico dal sem~
plificato residuo di grado k.

In altri termini: .

Affinché le funzioni A e B possano ammettere un divisor comu-
ne di grado k & necessario e sufficiente che siano nulli i principali
determinanti di tutte le ultime k matrici a due scale, formate con §
coefficienti delle date funzioni; vale a dire da quella dellordine
n—=k+1 fino a quella dell'ordine n, ch’¢ il pits elevato; e, quando
¢io sia, t coefficienti del divisor comune saranno proporszionali ai
successivi determinanti della matrice a duescale dell ordine n—k. (*)

(*) Pare che finora non esista alcun altro teorema generale che soddisfi a
questo importante oggetto, ed il solo al quale pud aversi ricorso, si ¢ il noto
teorema di Lagrange relalivo alle condizioni che debbeno verificarsi, affinché
due equazioni ammettano un dato numero di radici comuni. Ma si sa d’altra
parte che il teorema di Lagrange pud soddisfare alla quistione solto questo
punto di veduta, e pud non soddisfare a quella del divisor comune di grado
assegnato ; imperciocché una radice multipla di una equazione pud non es-
sere multipla dell’altra ; ed allora le condizioni che risultano dal teorema di
Lagrange possono verificarsi semza che le equazioni ammettano il divisor co-
mune di grado assegnato. (Ved. SErrer, Cours d’ Algébre Supérievre, 2* edi-
zione pag. 66).
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Nuove cspressioni dei semplifieatl residal.

22, 11 determinante col quale abbiamo (n® 18) rappresentato il
semplificato residuo p, & suscettibile di una trasformazione che
mena ad interessanti risultamenti.Quel determinante infatti pud
essere spezzato in due, i quali sono cid che esso rispettivamente
diviene annullandovi solo nell'ulfima verticale una volta gli ultimi
s elementi, ed un’ altra volta i primi r elementi. Ora noi dinote-
remo questi due parziali determinanti con V, ed X,., perd dopo
aver soppresso il fattore A dall’ultima verticale del primo, ed
il fattore B dall'ultima verticale del secondo; vale a dire porremo

-z
@0, . G 8 Ay - A 38, 38 ;0 8,y o &
(13

0

r—2
o s Or3 Oy o0y Oy (G s By Gy o Opyy , &

00.a, a a, .a_,a, a,.,0.,.6 &
00.0 a a .a_,a._,6 a..a . 1
V=|00.0 0 0 .0 O b b .b_, O ’
00.0 0 0 .0 b b b .50 0
00.0 0 O .b b b b .b, O
0 b« by bpabpr.b b0 40, . b ios

b, b, .b._,b._, b .0

0
s Os_abpz b, . briea O
0
0

A8y e Gr 3 Gp ;8 .0 ;8 ,G, ;B . Gy o

0a.a,0.,6_,.0a,a,8,,4,,.a4,.,,,

00.a a a, .a_,6 a.,86.,.aq 0

00.0 G G, G408, , 08 Gopx o Gpy 0
X=/00.0 0 0 .0 0 b b .b_, 1 [;

00.0 0 0 .0 b b b .b =

00.0 0 O .b b b b .b., z*

0 (3 br-s br—a b,._,, . bs—t bs—: b&-s bo—x . br-n-—t z*

bo by v bpy brs bp by bpg bpi by . by, , 2T
dove bisogna tener presente che ¢ =m—n, ed s=r+m—n;

20

\
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ed intanto l'espressione del semplificato residuo diviene

pr=AV,+BX,. 1)

In questa formola i simboli V, ed X, esprimono adunque deter-
minanti,i quali differiscono solo nell'ultima verticale da D,., prin-
cipale determinante della matrice a due scale dell’ ordine r, re-
lative a’ coefficicnti delle funzioni A e B. Nell’ ultima verti-
cale di V, i primi r elementi sono le successive r potenze x"*,
z™*,.., z, 1,e nulli rimanenti; mentre,nell’'ultima verticale di X,.
sono nulli i primi r elementi, e gli altri sono le successive s po-
tenze 1, x, x°,.., ', Cosl, essendo V, una funzione di # di
grado r—1, ed X, una funzione di z di grado s—1—¢+r—1—
m—n-+r—1, ciascuno de’due prodotti AV,, BX, sara di grado
m-+r—1; ma la loro somma deve necessariamente ridursi al
grado n—r, tale essendo il grado di p,..

23. Ponendo mente alla natura de'determinanti V,.ed X, si ri-
conosce agevolmente cheiloro termini affetti dalle pit alte poten-
ze ™, ed 2'* hanno entrambi per coefficiente il principale de-
terminante della matrice a due scale dell'ordine r—1, vale a dire
D,_,, il quale perb nel primo & moltiplicato per —b,, e nell’ al-
tro per a,; di modo ‘che i detti termini sono rispettivamente

- 8
—b,D,_ 2™ ed a,D,_ ",

24. Nella formola (11) i valori regolari dell'indice r sono tutti
gli interi 1,2,.., n. Nel caso di r=1 si ha

pr—AV,+BX,;

ma dal paragone di questa relazione con la prima delle (10) si
deduce

V,=—a,=——ib:+‘ H xl::ql;

cosl la funzione V, & una quantith costante, ed X, equivale al
quoziente intero della divisione di A per B, regolata com’¢ detto
a’ numeri 8 e 19: quoziente figurato da g, ; ma cio6 del resto risul-
ta direttamente dalle stesse espressioni di V, ed X,, essendo
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a,a, . a_,a, 1 a, a, .a,_,a, 0
00 .0 b O 00 .0 b 1
vl__:oo.b,, b,O’xl_OO.bo b, =
0 b .b_,b,0 0 b, . b, b, ="
b, b, . b0 O b, b, . b_, b =

25. Per r=n--1 la formola (11) darebbe
Pﬂ+l=Avn+x+Bxg+x ’
ma & p,,,.—0 (n° 20, e nota), cosl risulta in questo caso

0=AV,,,+BX,.,. T (12)

Osserviamo attualmente che i gradi delle funzioni V,,,, ed X, ,
sono rispettivamente uguali a quelli delle funzioni B ed A, poi-
ché la prima & di grado n, e I'altra & di grado m (n® 22).0Ora noi
supporremo in primo luogo che lc¢ funzioni A e B siano prime tra
loro; e siccome i valori di «, che annullano la funzione A, deb-
bono ridurre a zero il prodotto BX,,,,, cosl, non potendo essi
annullare il fattore B, dovranno invece annullare I’altro fattore
Vaure Segue da cid che le funzioni A ed X,,,,, che sono di gradi
uguali, e si riducono a zero pe’ medesimi valori di 2, non pos-
_sono differire che per un fattor costante: fattore che pud ancora
agevolmente determinarsi. In fatti i termini di queste due fun-
zioni, i quali contengono la piu alta potenza ™, hanno rispetti-
vamente per coefficienti a, ed a,D, (n°23); e ne conseguita

. Xp,=D,A . - (13)

Nella stessa maniera si dimostra che anche le funzioni Be V., ,
non possono differire che per un fattore indipendente da =z, e
quindi '

Vorr=""D,B . (14)

26. Continuando a conservare la ipotesi che le funzioni A e B
siano prime tra loro, andremo a porre in veduta alcune interes-



148

santi relazioni tra le funzioni V ed X. Si & gid veduto (n° 20) che
tre consecutivi semplificati residui sono legati dalla relazione

D'.‘-l Pr—a—4qr Pr—x+D:—l Pr=0 ’

e perd sostituendovi i valori di pny, ppy, pr» che si traggono
dalla (11), si ottiene

(D:—wi—n —-%Vr., -+ D:-svr) A 2
. ' . (15)
+(Dr-zxr~a — ¢, X+ D, X,) B=0: )

formola in cui i valori regolari di r sono tutti gl'interi da 3 ad
n, e sard anche lecito di porvi r==n--1. Per =2 si avrebbe

(D;V,—q,V,+D;V,)A+(D;X,—¢.X,+D;X,)B=0;

ma qui i simboli D, V,, X, esigono interpetrazione. A tal’ effetto
sostituiremo direttamente nella seconda delle (10) i valori di p, e
ps» tratti dalla (11); e si ba in tal guisa

(_qsvl+“xvn)A+(D:_qnxx"l'“xxn)B:o .
Paragonando questa relazione con la precedente si conchiude
p—a,=—ib;"* , V=0 , X,=1.

Cid posto & chiaro che nella (15) il moltiplicatore di A & una

funzione di  di grado r—1, e quello di B di gradom—n-++r—1;

cosl, finch¢ r non superi n, il grado di A sard maggiore del

grado del moltiplicatore di B; e quello di B maggiore del gra-

do del moltiplicatore di A. Intanto,siccome i valori di z, che an-

nullano A, debbono ridurre a zero il moltiplicatore di B, ne se-
gue che questo moltiplicatore & identicamente nullo finché r sia

minore, o tutto al piu uguale ad n; e percid sotto questa limita-

zione & identica I'equazione '

D:-—l Xf—g - qrxr.l+ D:—.g x'= 0 .
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Per r—n-1 il moltiplicatore di A & di grado n, cio& dello stesso
grado di B; e viceversa il moltiplicatore di B & di grado m, ch’ &
il grado di A. In questo caso potremmo solo affermare che I e-
quazione

D Xp s — Qs Xp+Das Xy =0

& verificata da’ medesimi valori di x, che annullano A; ma sic-
come questi valori riducono a zero il termine D; X, ., , essi
ridurranno a zero anche la rimanente parte; e da cid risulta che
I’ ultima equazione & parimenti una identitd. Dimostreremo in
un modo consimile che il moltiplicatore di B & anch’esso identi-
camente nullo per tutt'i valori di r da =2 fino ad r=n+1; e
quindi abbiamo le due relazioni generali

Dr_Vye,—q,Vo_,+Dr_.V,=0, (16)

D:—[Xf_’_qfxf\—x+D :—-er=0 ’ (1 7)

la prima delle quali stabilisce un nesso fra tre consecutive fun-
zioni qualunque della serie V,, V,,.., V,, V,,,, e l'altra
fra tre funzioni della serie X;, X;,.., Xus Xpur«

27. Se si elimina g, tra le (16) e (17) si ha la relazione

D :—‘l(vr\—xxr—xr—xvr)=D:—l (Vr—cxﬁ—l_xr—sxf—l) ’

la quale, facendovi successivamente r=2, 3, . ., r, porge una se-
rie di identitd, che m(iltlphcate tra loro, membro a membro, dan-
no per prodotto

D, (V,,X,—X,,V,)=Dr, (V,X,—X,V);

ma siccome (n 24 e 26) V=0, V _—D, » X,=1, cosl risul-
ta semplicemente

f-x Xf - xf—xvr =D:-! ’ - (18)

o sott’ altra forma
|vr—: Xy |=Dr -
VvV, X,
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In fine, se si risolvano rispetto ad A e B le due equazioni

pr-r=AV, +BX,,,
Pr =AV, -+ er ’

e si tenga presente che il loro denominator comune equivale a
D;_, , otterremo

1 1
A= D—::, (Pr—:xr—Prxr—x) » B= IT;: (pr ri—Pr Vr) -

28. Le formole qui stabilite si applicano con vantaggio ad im-
portanti quistioni, e segnatamente allo sviluppo di una funzione
fratta razionale in frazione continua. Osserveremo intanto in que-
sto punto che,fino a che le funzioni A e B sono prime tra loro, ed

-1 principali coefficienti de’semplificati residui diversi da zero, due
funzioni successive qualunque, tanto nella serie V,,,, Vo, ..,
V., V,, quanto nell'altra X,,,,, X,,.., X,, X,, X,, sono ne-
cessariamente prime tra loro, vale a dire non possono essere an-
nullate da uno stesso valore di «. Di fatti se V, e V,_, potessero
esser nulle ad un tempo,allora in virtu della (16)sarebbe pur nulla
la funzione seguente V,_,; ma quindi, mutando in questa for-
mola r in r—1, si troverebbe anche nulla I'altra funzione V,_,;
e cosl continuando, si perverrebbe a conchiuder nulla I'ultima
funzione V,; il che & assurdo, perché quest’ultima funzione & una
costante. Similmente, per essere X, =1, si conchiudera per
mezzo della (17) che la stessa proprietd compete eziandio all’altra
serie. Del resto questa proprieta pud dedursi anche pilt immedia-
tamente dalla (18), la quale a colpo d’ occhio dimostra impossi-
bile I’ esistenza di un fattore in  nel primo membro; impercioc- -
ché questo fattore dovrebbe essere un divisore del secondo mem-
bro; il che & impossibile, essendo D?_, una quantita indipenden-
te da x. )

29. Passeremo ora ad esaminare quali modifiche subiscano i
risultamenti, che precedono, quando le funzioni A e B non sono
piu prime tra di loro. Noi dunque supporremo ch’esse ammettano
un massimo divisor comune di grado n—r, che dinotiamo con C,
ma che non pud differire che per un fattor costante dal semplifi-
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cato residuo dello stesso grado, vale a dire da p,, di modo che
dovranno a tale uopo verificarsi le n—r condizioni (n°21)

D,,=—0,D,,,=0,D,, ,=0,.., D,=0.

Ed ammetteremo inoltre che D,, D,, . ., D, siano tutti diversi
da zero. Cio premesso, se indichiamo con A e B i quozienti, che
si ottengono dal dividere per C le funzioni A e B, avremo

A=CA' , B=CPB; .
ma &, secondo l'ipotesi, p,,., =0, € quindi a cagione della (11)
AV, . +BX,,,=0:

adunque, per la sostituzione de’valori precedenti di A e B, sop-
presso il fattore C, del quale non abbiamo a tener conto, risul-

tera
AV, +BX, =0. (19)

Osserviamo attualmente che le funzioni' A’ e B’ sono I'una di gra-
do m—n-+r, l'altra di grado r; e poiche lefunzioniV,.,,ed X,
sono rispettivamente di gradi r ed m—n-r (n°22), ne segue che
i gradi delle funzioni A’ ed X, sono tra loro uguali, al pari di
quelli delle altre due B' e V,,,. Ora, siccome le funzioni A’ e B
sono prime tra loro, si vede che la relazione (19) si trova esatta-
mente nelle medesime condizioni della (12), e ne deriva che le
funzioni A’ ed X,,, non possono differire tra di loro che per un
fattor numerico, al pari delle altre due B’ e V,,.

Cosi noi siamo condotti alla conseguenza singolare e merite-
vole di attenzione che « il determinante X,.,,, fatta astrazione
» da un fattor numerico, esprime il quoziente della divisione
» della funzione A pel massimo comun divisore tra A e B; e che,

~» similmente l'altro determinante V,,, esprime anch’esso il quo-
» ziente della divisione della funzione B per lo stesso massimo
» ‘comun divisore ».

30. Siccome le funzioni V,,, ed X,,, hanno per principali
coefficienti — b,D,.,, ed aD,.,, ¢ che D,,, =0, parebbe a
prima giunta che queste funzioni dovessero ridursi ai gradi di
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V,,.ed X, ; ma poscia in virth delle relazioni generali (16) ¢
(17) & agevol cosaariconoscere che queste funzioni e tutte le altre
di grado superiore V,.,, V,.,, etc., X,,,, X,,,, etc. debbono
essere identicamente nulle. In quanto poi alle due serie di fun-
zioni di gradi inferiori V., V,,..,V,.ed X,, X,, X,,.., X,
& chiaro che debbono sussistere tutte le relazioni stabilite nelle
formole precedenti; e due funzioni successive qualunque, sia
dell'una, sia dell'altra serie, non potranno avere un fattor comu-
ne funzione di z.

Trasformazione de’semplificad residai
mella ipotesi che 1a funzione B sia Ia derivata di A.

31. Quando la funzione B & la derivata di A le quantitd D,.,
V., X,, e quindi i semplificati residui, si possono facilmente
esprimere per mezzo delle somme delle potenze simili delle ra-
dici dell’equazione A—0. Supposto in questo caso

A—azx" +a,2" "+ ..+a, x+a,,
B=b&"*+b, 2" "+ +b,_,,
se dinatiamo con s, la somma delle p™¢ potenze delle radici del-
Tequazione A—0, & noto, o facilmente si dimostra, che un coef-

ficiente qualunque b, della funzione B, che ora riguardiamo come
derivata di A, & espresso da

bk=a,,so—i—a,,_,s,+a,,_,8,+ R ol/ X T (20)

espressione che si annulla tostoché k supera n—1; di modo che
si ha la serie di relazioni

b, =a,s, s QuSot-p S+ o« +a, 8y =0
b, =a,s,+a,8, s OpSstGp_ Syt 0,8 =0
b, —a,s,+a,s5,+as, s OpSy—t+Gg 183+ ¢+ @ Sy, =0
e e e e e e e s OpSy—+0py_ 8+ +» +by5, ;=0
Dy s ==Op 185 Op—gS;+ ++ +0Sp—; » €LC. etc. etc.
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serie che pud continuarsi a piacere. Ma d'altra parte bisogna te-
ner presente che, essendo B la derivata di A, si ha pure

b~=na, , b=(n—1)a, , b—(n—2)a, , etc.

Cid premesso considereremo dapprima il determinante

G+ Gy . GuyGry G Gy o Gpg o« Gy
0 a, Gp 3 Gp, Gy Gy, .« dyy .« Gy
0.0 .a a a a Grn -+ Gpyy
0.0 .0 a a a . G . G,
D,=1o .0 .0 0 b b b, - b
0.0 .0 b b b bgex + bpy |’
0.0 .b b b b . b, . b,
0 . b, . by, by,b by, . by, . b,
bo . br—p . b,._, br—x br br+x . br-o-q . bnr

nel quale, oltre alle prime, ed ultime orizzontali di ciascuna sca-
la, abbiamo pur messo in veduta la (p+1)™* orizzontale della
scala inferiore, e la sua associata nella scala superiore; e lo som-~
metteremo alla seguente trasformazione, che punto non altera il
suo valore:

» Rimanendo immutata la scala superiore, da ogni orizzontale
» della inferiore toglieremo la sua associata nella superiore, mol-
» tiplicata per s,, con tutte le altre che la seguono in questa sca-
» la, ordinatamente moltiplicate per s,, s,, §,, etc. »

Sia b, un elemento qualunque della (p—+1)™* orizzontale della
scala inferiore di D,., e s’'indichi con g quello che gli corrisponde
nel trasformato; cosi per la legge di trasformazione avremo

p=b,—(a,s,+a,_,8;+ - +aF_p+.,sp_,) . (2

In questa formola I'indice di @, in generale, si estende decre-

scendo-da ¢ fino a p—p-+1; ma & chiaro che quest’indice si esten-
: 21
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dera fino a zero, se I'elemento b, appartenga ad una delle prime r
verticali di D,., perché in cmscuna si trova I'elemento iniziale a,.
Per siffatti elementi adunque il secondo membro dell’ultima for-
mola & sempre nullo, perche il polinomio chiuso tra parentesi, in
virti della (20), equivale a b, ; e ne risulta che per ciascuno di
essi si ha g=0. Cosi, mentre le prime r orizzontali del tras-
formato formano una scaladi grado r, sono poinulli tutti gli altri
elementi delle prime r verticali; e percid sard lecito di soppri-
merne le prime r orizzontali, e le prime r verticali, a patto che
il nuovo determinante ottenuto in tal guisa,e ch’é di grado r—+-1,
sia moltiplicato per af. In conseguenza, chiamando D' questo
nuovo determinante, avremo

D,=aD’; (22)
€ supporremo intanto

po or po: pol po.q ¢ ﬁo.r
plo pl.! p. ] pl.q ¢ px.r

ppo ﬁpx ppa . ﬁp.q . Pp,,-

lar,o ﬁr.: pfl ﬁr.q « Brr

Siccome I’ elemento g,  di questo determinante provviene dal-
I'elemento b, , deHa (p-+-1)™* orizzontale della scala inferiore di
D, , & chiaro che per avere l'espressione di §,, basta cangiare
nella (21) I'indice p in p+q; e con cid si avrebbe

B prg=—{BprgSot-Opgi8it =« +8giiSps) 5
ma essendo per la (20)
by ={Op.gfot-Oprgibst+ HOgusSps) gyt o e +Oobprg
risulta pit semplicemente

g0yt O sSprrt 2 +0Spig e
Questa formola porge le espressioni di tutti gli elementi di D'.
Facendovi successivamente p—=0, 1,2, . ., r, si ha la serie degli
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elementi della (§+1)™* verticale, espressi nel modo che segue :

Bo.7=0g80 1818 +..4+aS;
px.q='aqsx+aq—-lsl +..+ aosq+x ’

pr.q=‘aqsr+aq-xsr+| + “' + ao”q-o—f *

Ponendo in queste formole g—90, si ottengono gli elementi della
prima verticale di D', espressi tutti da monomii; ponendovi g=1,
si hanno quelli della seconda verticale, espressi da binomii; ¢
cosi continuando fino a porvi g—r, si avranno quelli dell’'ultima
verticale, ciascuno espresso da un polinomio di r+1 termini ;
talché sara

B8, G5, a8, G.8, + 0,8, 1S, .. GBS+ - +afSy
, B8, @,5,1A, S, A8, + Q8,108 <. B8+ o0 +qS,.,
D'= @o%s ax’q""ao’l (g8 + 0,888, -0 QeSy+ o +BySp |

. . . . . . . . oo . . [} . .

QoS¢ a:"f"'aosr-n Aoy 0,8, s+ BoSpige o BpSpt+- +ao‘ar

E chiaro attualmente che, se questo determinante si decomponga
in determinanti ad elementi monomii, i parziali determinamti
debbono tutti annullarsi,eccetto quello che si forma col prendere
l'ultima verticale semplice in ciascuna verticale complessa (parte
1*, n° 48) ; e siccome tutte le v_erticali di quest’unico determi-
nante hanno il fattore a,, chiamando H, il determinante di gra-
do r—+-1, che si ottiene dopo aver soppresso da ciascuna verticale
il detto fattore, vale a dire ponendo

S, 8, 8§ . S

5 8 5 - S|

N Hr= S5 85 -85 . Sria)>»

5, 8'.+l 3r+a . Sor
si avra D'=a’*'H, ; e quindi in virth della (22) risultera
D,=a"H, . (23)
32. Siccome la funzione B & di grado n~~1, sard p,_; Vultimo
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de’semplificati residui, quello cioé che & indipendente da z; e
percid i valori regolari dell'indice r nell’ ultima formola saranno
tutti gl'interi da 1 ad n—1; pe’ quali adunque si ha la serie di
relazioni

D,—=aH, , D,=aH, , D,=aH,,..,Dy ,=a;""H,,,

dove
H=|s,s,|, H,=|s,8, 8|, Hop,=|8, 8 8. .80 .|
5, 8, 8,8, 8, S, 5 8, .8,
528, 8, S, 8 8 . Suiy

.

Sa—z 5n Sp-1- San—a

Per r—=0 si avrebbe D,—a H,; ma & H,—s,; percid sard
D,=a,s, . Ed in fatti, essendo attualmente ¢=1, si ha (n° 26)
D;=b;, e D,=b, ; donde segue, com’esser dovea (n° 31) , b—a,s,-
Del rimanente, essendo la funzione B la derivata di A, si ha nel
caso presente b=—na,; quindi na,—as,; e ne segue s,—n.

Per r—mn si ha

D= a;"ﬂ H,;

ma & D,—0, perch® p,—0 (n°20, e nota), quindi sard pure
H,=—0; come in fatti risulta dal sistema di relazioni

g8, a8, + +aosn =0 ’
a,8, -+a, .8, a8, =0,

ApSp 0y Spiy o008, =0, (2 4)
AuSpiy +0p_Spia -+ +aosm+;=0 ’

GpSpiptOp_xSpipry +* 488, =0 5

Ie quali debbono sempre coesistere ed in qualsivoglia numero ; e
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ne deriva ch'2 sempre nullo il determinante di n+4-1 delle prece-
~ denti relazioni,qualunque esse siano;e percid & nullo H,,, il quale
non & che il determinante delle prime n+-1 di tali relazioni.

33. Dopo cid possiamo affermare che ogni determinante di
grado superiore ad n-+-1, che abbia la forma del determinante H,. ,

¢ identicamente nullo. Ed in yero essendo

8 8 . 8y 8nix

8 s o Suir Siys

o o o . 'Y

‘ﬂ ‘ﬂ-‘-l . 8” 8!”—}-1

Snix Snia o Sanaix Samia

se si syiluppa questo determinante nella somma de’prodotti de-
gli elementi dell'ultima verticale pe’rispettivi complementi alge-
brici, e si osservi che ciascuno de’complementi & il determinante
di n+1 equazioni del sistema (24), si riconosce che i comple-
menti sono tutti nulli; e quindi & nullo lo stesso determinante.
Da cid poi segue senza piu che dev’ esser nullo ogni altro deter-
minante di grado superiore, in guisa che si avrd in generale
H, ,.,==0, per tutt’i valori interi e positivi di p, a cominciare
da p=1.

34%. Applicando a ciascuno degli altri due determinanti X, eV,
le medesime trasformazioni per le quali siam passati dal deter-
minante D, ad H,., & evidente che in quanto al primo di essi X,

debba risultare

Q. G yOp , Gp. Gy, 0

0.a a a,.a6,,,0 S, 8, S84 8., 1

0.0 a a.a O S S2 8 -8 T |
X,=|[0.0 0 b .b._, =a,"|s, 8§ 8 . 8., 2|

0.0 b b.b = . .

0.b b b.b.,, 2 Sy SeixSriae Ser—y T

by « by_gbpy by . b.r—x‘”r
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ed in quanto all’ altro determinante V, , se si ponga in generale

p.—-—‘ a;F+ 8, XP—E =+ +sP_,x+s,‘ ,

¢ chiaro che gh ‘elementi dell’ ultima verticale del trasformato
saranno 0 , —u, , —%,, .. , —t,_,; € 8i avra in conseguenza

Gy e Qr_g Gy Ay - Qgp z

0.a, @, a,.a,,, $,8, 8 8p, 0

0.0 a, ao,.0, 1 $,5, 8 8 Y
V=0 .0 0 b,.5_ 0 |=—as,5 8 - S |

0.0 b b.b O .

0.b b b.b,, O 8 Sy x8ria + Sar—x Yr—x

bo‘b b"—l br‘blr lo

35. Ponendo per compendio

S0 8 « 8, 1 S5, 8 . S, 0
8,8 . 8§ X 8,8 . S U
z,_=— Sa 8 o Brix z* ’ Ur'= 358 o 8y W ’

g
5 Spyxe Sar T

S Srpac Sar—x Up
le formole precedenti diverranno

X=a2, , V,=—a'U,; (35)
ed i valori dell'indice r saranno ancora tutti gl'interi da 1 ad n—1;
ma sara anche lecito di porvi r==n (n.° 25). Per r=0 si avrebbe
X,=1Z,, e V,=—U,; e cosl & in fatti, poiché si ha 1=X =2,
e 0=V =U,. Per r=n--1 sarebbe '

8 5, .8 1 s, & .8, 0

8, 8, 84, T 8, S Sa. Y
Zer=| - .« <« « = s Upsl . -« &

5n Snixc S & Sn SaixcSam  Ypy

Spix Smia - Samea T | Spx Smes * Sanss n
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ma ciascuno di questi determinanti ¢ identicamente nullo; il
che subito si riconosce considerando, come al n.° 33, i loro svi-
luppi in somme di prodotti degli elementi delle ultime verticali
pe’rispettivi complementi algebrici: complementi che gia sappia-
mo di esser nulli.Quindi risulta che le funzioni Z,, ed U,,, , le
quali appariscono rispetto ad « di gradi n+1 ed n, sono idénti-
camente nulle; e con esse lo son pure in conseguenza tutte le al-
tre di grado superiore Z, ,, Z,,,, etc. ed U,,,, U,,,, etc.

36. Per le formole stabilite in questo articolo tutte le relazioni
sviluppate dal n.° 22 al n.® 26 possono trasformarsi in termini
delle potenze simili delle radici dell'equazione A—=0; ed in par-
ticolare mediante le relazioni (13) e (14) potrauno esprimersi per
mezzo di queste potenze Ja stessa funzione A, e la sua derivata B,
per le quali risulta evidentemente '

H, A—=alZ, , H, B=al,;

vale a dire

S, 5 . 8n, 8,8 .81

S, 8, .8, .8, .8 X

Sa 8 8u . (A=a,|s, 8, . 5., X |,
Sperz 8, a

~I n ° seu—. ‘a ’IH-: M su—x z

S, 8 .S, 8,8, 8,, 0

8, 8, .8, B—a 5.8 .5 U,

S, 5 .8, 018, 8, . 84, U, -
Sa—1 3n ¢ San—a S5n8nix Sen—x Un

37. Daremo termine a questo articolo con una osservazione di
molto interesse, comune alle tre funzioni D,, V,, X, ed allo
stesso semplificato residuo p, , la quale consiste in cid che cia-
scuna di queste funzioni & divisibile per a,. E di fatti, siccome la
prima verticale de’ determinanti che le rappresentano , contiene
due soli elementi diversi da sero, cioé il primo a,, € I'ultimo b,,
essendo attualmente b,—=na, (n° 31), giA si vede che questa ver-
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ticale & divisibile per a,; e per sopprimere un tal fattore basta
scrivere rispettivamente 1 ed n in luogo del primo e dell’ ultimo
elemento della prima verticale.

E chiaro intanto che, in seguito della soppressione di questo
fattore,il determinante D, diviene unafunzione omogenea di grado
2r rispetto ai due sistemi di coefficienti a,, a,, a,, etc.,eb,, b, ,
b,, etc.; ma sostituendo agli ultimi i loro valori na, , (n—1)a, ,
etc., risulta che il determinante diviene in fafti una funzione
omogenea di grado 2r rispetto ai soli coefficienti dell'equazione
A=0. Cosi, in particolare, il determinante D, _, sara, dopo la
detta soppressione, una funzione omogenea di grado 2n—2 dei
coefficienti a,, a,, a,,. ., a,. (*)

38. In conseguenza di queste dichiarazioni, quando nelle ap-
plicazioni avremo a considerare le funzioni D,., V,., X,, p., in
rapporto alla funzione A ed alla sua derivata, supporremo co-
stantemente che da ciascuna sia stato soppresso il fattore a,,
con modificare semplicemente nel modo detto poc’anzi la prima
verticale del corrispondente determinante.E, cid bene inteso, per
non alterare la nostra solita notazione, continueremo a dinotare
queste funzioni con i medesimi simboli D,., V,, X,, p,; di tal
che, nella ipotesi di cui si tratta, le formole (23) e (25) diver-
ranno rispettivamente

D,=a'H,, V;=a]""2 , V=—a)",.

(*) La proposizione enunciata in ultimo luogo sembra dovuta allillustre
Jacobi, e dessa é quasi il fondamento della sua bella memoria sul numero
delle tangenti doppie che pud ammettere una curva di grado z. (Questa me-
moria pubblicata in tedesco nel tomo XL del Giornale di Mat. di Crelle, trovasi
ancora inserita nel tomo 1I. degli Annali di Mat. del Tortolini, tradotta in ita-
liano dal ch. Prof. Rubini). Pud intanto osservarsi che la proposizione, di cui
si tratta, e che si estende a tutti i semplificati residui, risulta immediatamente
dalla estrema evidenza alla quale abbiamo ridotto la legge tanto semplice,che
presiede alla loro composizione, ed a quella de’ loro coefficienti, e che fa ac-
quistare a queste funzioni una positiva importanza; di che saranno una prova
alcune delle segaenti applicazioni.
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§. HI

ELIMINAZIONE TRA DUE EQUAZIONI.
1. Supponendo che debbano coesistere le due equazioni

A—a " +a,2™ " +a, ™"+ . +a,=0,
B=b,x" +b, 2™ * +bx"*+ .. +b, =0 ,

cio importa che esse abbiano per lo meno una radice comune; e
quindi i coefficienti dovranno soddisfare ad una certa condizione,
la quale @ il risultamento della eliminazione di = tra le equazioni
medesime, e che chiamasi risullante; ma queste nozioni saranno
meglio chiarite dal seguente evidentissimo principio:

Se due o piu funzioni intere A(x), B(z), elc. sono annullate da
uno stesso valore di x, ogni altra funzione intera che possa dedur-
sene col combinarle in qualunque modo, anche dopo averle molti-
plicate per arbitrarie intere funzioni, dovra necessariamente essere
annullata dal medesimo valore di x.

Siano infatti ¢(z), 4(), etc. arbitrarie funzioni intere di x; e
consideriamo per esempio la combinazione :

A (%) ¢ (x) == B (2) ¢ (2) =+ etc.

Allora, se dinotiamo con F(z) il risultamento che si ottiene in
seguito delle possibili riduzioni, avremo I'equazione identica

A (2) ¢ () = B(2) ¢ (z) Lete. =F (2) ;

e perd, se « sia un valore di x capace di annullare le date funzio-
ni, risultera

A(a)q(a):tB(a)@(a):I:etc.:F(a);

ma il primo membro & nullo a causa di A(z)=0, B(«)=0, etc. ;
percid sard pure F(«)=0. Cosi qualunque radice comune alle
equazioni A=0, B=0 & ancora necessariamente una radice del-
I'equazione F=0.

2. Date due funzioni intere A(x), B(x) vedremo che general-

mente & possibile di dedurne novelle intere funzioni di qualsivo-
22
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glia grado determinato, non escluso il grado zero. In quest’ultimo
caso la nuova funzione sara indipendente da «, e perd funzione dei
soli coefficienti di A e B, la quale, in virta del principio poc’anzi
dichiarato, sara nulla, se le equazioni A—0,B=—0 ammettano una
o pilt radici comuni; e, se si tratta di equazioni generali, quella
funzione uguagliata a zero esprimera la condizione per I'esistenza
di una radice comune; vale a dire sard la risultante delle date e-
quazioni. Se poi la nuova funzione dedotta dalle primitive siadi1°
grado, ammessa I'esistenza di una sola radice comune, il che im-
porta lo svanimento della risultante, I'espressione della radice si
avra nel valore di z tratto dalla detta funzione uguagliata a zero.

3. Ma tuttavia convien riflettere che la proposizione inversa
non & generalmente vera; vale a dire potrebbe svanire la risultan-
te, senza che esista la radice comune; il che dipende dal fatto
che, potendo ottenersi una risultante con metodi e procedimenti
diversi, nulla v’ha che obblighi a supporre esattamente ideatici
i risultamenti che si otterrebbero in siffatta guisa. Pud dunque
bene accadere che nella risultante trovata con un certo metodo
s’incontri qualche fattore, che un altro metodo non introduce; al-
lora 'annullamento di quel fattore trarrebbe certamente con sé
I'annullamento della prima delle due risultanti, ma non pero
quello dell'altra; e quindi la non esistenza di una radice comune. -
Segue da cid che non possiamo indifferentemente tenere come ri-
sultante di due equazioni una funzione qualunque de’loro coeffi-
cienti dedotta dal combinarle in qualsivoglia modo; ma & mestieri
che la medesima soddisfi a delle condizioni, che or ora verranno
dichiarate, le quali assicurino esser dessa la vera risultante, cioé
non ingombra da fattori estranei, e quale percid fu detta da Eu-
lero aequatio finalis genuina.

4. In cid che segue noi continueremo a supporre che il grado
della funzione A non sia minore di quello di B; vale a dire che m
non sia minore di n. Cid premesso osserviamo che tra i molti me-
todi che si possono immaginare per dedurre dalle funzioni A, B
una novella funzione intera di grado assegnato e minore di n, si
presenta naturalmente quello del massimo comun divisore, il
quale con processo uniforme porge una serie di funzioni di gradi
decrescenti da n—1 fino a 0 : funzioni che sono per lo appunto
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i successivi residui. Cosl, in particolare, I' ultimo residuo di
grado 0 & gid una risultante delle equazioni A=0, B=0; ma
essa & ben lungi dall'essere la vera risultante, poiché la natura
istessa del metodo ordinario introduce necessariamente nelle suc~
cessive divisioni de'fattori estranei (veggasi la dimostrazione nelle
note alla fine), che crescono di numero da una divisione all'altra
fino all’'ultima; e che percid rendono inutile la risultante che si.
ottiene in siffatta guisa. Ora questi fattori estranei sono quelli
precisamente , che abbiamo messo in veduta nel §. precedente
(n°® 14); e quindi nella presente ricerca noi potremo ai completi
sostituire i residui semplificati p,, p,, . . pn, 'ultimo de’quali
indipendente da x, equivale a D,,, vale a dire al determinante
della matrice quadrata a due scale dell’ordine n, relative alle se-
rie de’coefficientidi A e B: determinante il quale & di grado m-+n.
Adunque secondo queste indicazioni sara
D,=—0

la risultante delle equazioni A=—0, B=—0; ma resta ancora a pro-
vare che sia questa una vera risultante.

Osserviamo a tal’effetto che D, ¢ una funzione omogenea dei
coefficienti di A e B, di grado m—+n; ma in particolare omogenea
e di grado m rispetto a'coefficienti di B, ed omogenea e di grado
n rispetto ai coefficienti di A. Posto cid supponiamo che in un
caso particolare 'equazione B—0 sia ridotta a due soli termini
contigui qualunque, per modo che in ogni caso con la soppres-
sione del fattore in z, comune ai due termini, potra ridursi ad
un’equazione di 1° grado, come per esempio -

bz =b,,, , (1)
da cui poscia ricaveremo
. >
= b

Sostituendo ora questo valore di g nell'equazione A=0, e poi li-
berando da’fratti, si ottiene I’equazione

abr+a by b4-a bt - o 0y b =0,

necessariamente omogenea e di grado m rispetto ai due coefficienti
b, e b,,,. Ora questa equazione non & che la risultante dell’equa-
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zione A—0, e dell’equazione (1), la quale dev'esser contenuta co-
me un caso particolare nella risultante delle equazoni A=90,

B=0, e deve potersene dedurre annullandovi tutt'i coefficienti
di B, eccetto i due considerati b, e b,.,,. Segue da cid che nella
risultante generale i coefficienti di B non possono ritrovarvisi ad
un grado minore di m; e si dimostra nella stessa maniera che
quelli di A non vi si- possono trovare ad un grado minore di n.
Dunque questa risultante generale & necessariamente I'equazione
D,=0, nella quale non puo esistere alcun estraneo fattore; dap-
poiche con la soppressione di un tal fattore la funzione D, non
pitl conterrebbe al grado m i coefficienti di B, o al grade n i coef-
ficienti di A ; il che & impossibile.

5. In siffatto modo abbiamo nella maniera la pilt semplice ed
immediata la risultante delle equazioni A—0 e B=0, rappresen-
tata da un determinante di grado m-n ; che del resto pud subi-
to trasformarsi in un determinaute di grado m (par. 1%, n‘ 123
e 127). Perd qui bisogna tener presente che, se questo determi-
nante & simmetrico, allora la risultante sara divisibile per aj,
dove s =m—n ; ma questo fattore pud sopprimersi all’ istante,
mutando solo le prime ¢ orizzontali in una scala inversa di gra-
do ¢, formata con la serie de’ coefficienti della funzione B; e con
tal modifica si rende anche piu semplice lo sviluppo ulteriore del
determinante.

Cercando per un esempio la risultante delle due equazioni

A=az'+bx'+cx*+dx+e=0 ,
B=—pz’+qx"+raz+s=0,

possiamo immediatamente e senza calcolo di sorta averla nella
forma

abcdeoO0O0
0adcdeo
00abdecde
000pgqr s|=0,
00pqrrso
0Opgrs 00
pqrs 000
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ovvero nell’ altra pii compatta

ap ag ar as

ag ar-+bq—cp as+br—dp bs—ep

ar as+4-br—dp bs—ep4-cr—dq cs—eq |
as bs—ep cs—eq ds—er

Essendo attualmente <=1, questa risultante dev’essere divisibile
per a; e di fatti il fattore a apparisce, com’esser dovea, nella pri-
ma orizzontale del determinante, od anche nella prima verticale,
dappoiche il determinante & simmetrico; e bastera quindi di sop-
primerlo nell’'una o nell’altra linea.

6. Passando a considerare il caso di pil radici comuni alle date
equazioni, osserveremo che pel principio del num. 1° queste ra-
dici debbono tutte, senza eccezione, trovarsi in qualunque equa-
zione dedotta dalle primitive; mentre se potesse mancarvene al-
cuna, come 8, si cadrebbe nell’assurdo

0=A(#)#(6) = B(5) () = etc. =F (5 0.

Quindi supponendo che le radici comuni siano al numero di &, la
funzione F(z) non potra essere di grado inferjore a k; e qualora
il suo grado sia precisamente uguale a questo numero, I'equazione
F(z)=0 comprendera per lo appunto tutte le & radici comuni, ed
esse soltanto. In questa ipotesi adunque ogni funzione di grado
inferiore a k, a cominciare da quella di grado k—1, dev'essere
identicamente nulla; e quindi non & piu possibile di avere né una
risultante, né I'espressione di una sola radice comune, né alcuna
equazione di grado pil piccolo di k.

7. Queste cose debbono adunque accadere quando le date equa-
zioni abbianoin effetti pili radici comuni, ma se si tratta di equa-
zioni generali, possono allora domandarsi le condizioni cui deb-
bono soddisfare i coefficienti affinché esse ammettano un numero
definito di radici comuni. Ora dopo i principii stabiliti possiamo
facilmente risolvere questa interessante quistione. Supponiamo
infatti che le radici comuni debbano essere al numero di &, ed
immaginando che dalle date funzioni A e B sia dedotta una serie
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di k41 funzioni di gradi k, &—1, .., 1, 0, che ora dinotiamo
con Fy, Fp ., .., F,, Fy, siano d, dy_,,..d,, d, i loro ri-
spettivi principali coefficienti.Posto cid,segue dalle cose poc’anzi
dette che le k radici comuni saranno tutte comprese nell’equazio-
ne F,=—0; e di piu che le funzioni F,_,, F; ,,.., F,, F, deb-
bono esser tutte identicamente nulle; ma perché cid possa aver
luogo & necessario e sufficiente che siano nulli i loro principali
coefficienti; il che si dimostra precisamente come al n° 21 del §.
precedente; e quindi risulta che I'esistenza delle k radici comuni
¢ subordinata alle k condizioni d;_,=—0, d,_,=—0,..,d,=0,
d,=0, le quali in tal caso costituiscono un sistema di k risultan-
ti. Se non che & mestieri di esser sicuro che siano queste delle
vere risultanti, vale a dire non ingombre di fattori estranei; ed
a cid soddisfa pure assai bene il sistema de’ semplificati resi-_
dui p,, p,, p,s» etc.Adunque,essendo py_g s pu_pisr» -« » po funzioni
di gradi %, k—1.., 1, 0, possiamo enunciare il seguente teorema:

Affinché le equazioni A—0 e¢ B=0 possano ammetlere k radici
comuni é necessario e basta che siano nulli i principali coefficient
di tutti gli wttimi k semplificati residui corrispondenti alle funzioni
A e B; vale a dire da quello di grado k—1 fino a guello’di yrado
zero ; ed allora Uequazione, che comprende esclusivamente queste k
radici, ¢ quella che si ottiene uguagliando a zero il semplificato re-
siduo di grado k.

Cosi le condizioni di cui si tratta saranno espresse da

D,—0, D, ,=0,D, —=0,..,D, ;,,=0;
e,quando in effetti esse sono verificate,ogni radice dell’equazione

Pnt=Dp o B +Dy g @ . 4Dy gy, T+Dy =0

sard una radice comune alle due equazioni date A—0, B—=0.
D’altra parte & evidente che le condizioni .qui stabilite non pos-
sono essere affette da fattori estranei, perciocché qualunque fat-
tore estraneo, capace di annullare tutte le funzioni D,, D, _,,..,
D, .., sarebbe un fattore estraneo alla prima D,, che gia sap-
piamo di non poterne ammettere.

8. Nelle applicazioni del teorema che precede ¢ utile di tener
presente che I'annullamento de’ principali coefficienti de’ sempli-
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ficati residui, da quello di grado k fino a quello di grado zero,
importa anche 'annullamento di tutti gli altri coefficienti di que-
ste funzioni; il che rende manifeste altre relazioni, le quali, quan-
tunque non diano luogo a novelle condizioni, valgono non per
tanto a rendere piu semplici le k condizioni necessarie per I'esi-
stenza delle k radici. -

Considerando per un-esempio le due equazioni

2’+a,x'+a,x4a,—0
x'+b, x +b,=0

perché possano ammettere una radice comune bisogna che sia ve-
rificata la condizione

16 b
bx a,b,—-a,—!—b, a,b,—-a, =0 ’ (1)

b: a,b;—a, a,b,—b,a, ]

il primo membro della quale & il determinante simmetrico, con
cui possiamo rappresentare I’ ultimo de’ semplificati residui, in-
dipendente da x. Yolendo che le equazioni proposte ammettano
due radici comuni, alla condizione che precede blsogner& ag-
giunger l'altra

1 b,
=0, @)
b, ab,—a,+b,

che si forma uguagliando a zero il principale determinante delia
matrice costituita con le due prime orizzontali del determinante
in (1), poicheé & desso il principale coefficiente del residuo di 1°
grado. lntanto, dovendo ancora esser nullo il secondo determi-
nante di questa matrice, vale a dire dovendo essere

|1 b, . )

b, ab,—a,

se si sviluppa il determinante (1) nella somma de’prodotti degli
elementi dell’'ultima orizzontale pe'rispettivi complementi alge-
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brici, & palese che di questa somma non resta che il termine mol-
tiplicato per b,, primo elemento dell'ultima orizzontale; e quindi
la condizione (1) si riduce a

b, b,
a =0 ;
albi—al+bl albl—a!
" e siccome non & nullo il primo fattone b,, poiché cid farebbe ac-
quistare una radice nulla alla seconda delle equazioni date, che
non & il caso nostro, dovra invece esser nullo il secondo fattore,
il quale pud ridursi in virtu della (2), con sostituirvi b} invece
diab,—a,+b,; e si vedrd cosl che questa condizione non &
diversa dalla (3). In conseguenza le (2) e (3) sono le condizioni
sufficienti perché le equazioni proposte ammettano due radici co-
muni; o, cid che attualmente & lo stesso, affinché la prima sia
esattamente divisibile per la seconda (*).
- 9. Tra moltissimi altri metodi immaginati per ottenere la risul-
tante di due equazioni dobbiamo qui limitarci ad esporre breve-
mente quello conosciuto comunemente sotto il nome di metodo
abbreviato di Bezout, che pud ridursi a quanto segue. Siano le
due equazioni di gradi uguali

A=—a r"+a,2" 4., +a,=—0 , B=b,x"+b,x"*"+..+b=0.
Riunendo in ciascuna i primi p termini possiamo scrivere

A=(a,2""+a,2" " +..+a, )" P taa" P4 4-a,=0,
=(b, 2" +b, 2P "+ by )T P by 2 P4 4Dy =0,

e cade sott'occhio che, se si moltiplica la prima equazione pel
coefficiente della potenza ™7 nella seconda, e questa, vicever-
sa, pel coefficiente della stessa potenza nella prima, e quindi si
sottragga il primo prodotto dal secorido, la differenza sara di gra-

(') V. Serret, Cours d’Algébre supérieure, 2. edizione, pag. 66, ove lo
stesso esempio € trattato col teorema di Lagrange.
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do n—1; e perd dinotando questa differenza con Y, si avra

Y,=B(a,2" "+ - +0p_)—A(b 2"+ +by )

e N )
(BB by, ) (@ PGy TP ) |

ma, immaginando eseguiti gli sviluppi, questa equazione di gra-
do n—1 ordinata secondo le potenze decrescenti di x prendera
la forma

Y=ty X Cp o8 A-Cp VI -Gy =0,  (B)

dove si ha in generale

Co.7— a,,bwq_, +a,bM_,+ .o +a,,__,bq_, +a‘,_,bq
—(0g8pigrt+b:ap g ot o by 0y by a0,

o pill brevemente, secondo una notazione concisa altra volta con-
venuta (part. 1%, n® 122),

cp,q'z(aobﬁq—:) + (a xbp-o-q—n) +.o+ (ap—sbq—:) + (ap—qu) . (6)

Cid premesso dando a p i successivi valori 1, 2, 3, . ., n, si ot-
tiene dalla (6) il sistema delle seguenti n equazioni, tutte di gra-
do n—1,

Y, =¢,, 2" +¢,, 2" + ..+, 2°=0
Y=, 2" € & . -, =0

Y,=¢,, 2" "+ ¢, " " 4. .4, , 2°=0 ), 7
N YYo=, 2" -0 g™ L 40y 2°=0 )

le quali debbono coesistere con le equazioni date, se queste hanno
una radice comune; ed in tal caso i coefficienti delle (7) dovranno
soddisfare ad una equazione di condizione, che pud subito otte-
nersi eliminando da esse le n potenze ", 2™*,.., z, 2°,

considerate come allrettante incognite a 1° grado. Chiamando

adunque K il determinante delle equazioni (7), la condizione di
' 23



170
cui trattasi sard espressa (§. I, n° 7) da K,=0, dove si ha

Ciy 1o ¢+ Cim
Cox €39 + Can
K,,: b M

cl.l cﬂ,! ¢ cﬂ,ﬂ

e questa condizione in conseguenza sard unarisultante delle equa-
zioni A=—0, B=0. A ci0 pud ridursi in sostanza il cosi detto me-
todo abbreviato di Bezout per ottenere la risultante di due equa-
zioni di gradi uguali; e poiche le quantita ¢, , sono, come vedesi
dalla (6), funzioni lineari tanto delle a,, a,, a,, etc., quanto
delle b,, b, , b,, etc., & chiaro che K, & una funzione di grado n,
tanto rispetto alle prime quantitd, quanto rispetto alle altre; e
percid la risultante K, =0 non pud essere affetta da fattori
estranei (n° 4).

Ma, a prescindere da queste considerazioni, faremo osservare
che la formola (6) coincide esattamente con quella sviluppata nel
n.° 124 della 1° parte per trasformare i successivi determinanti
delle matrici a due scale di gradi uguali, formate con le serie di
coefficienti delle funzioni A e B; ¢ da cid segue che K, & un de-
terminante simmetrico equivalente a D,, determinante della ma-
trice quadrata a due scale ciascuna di grado =, relalive alle dette
serie di coefficienti. )

In siffatta guisa noi siamo condotti nella pia semplice maniera
a riconoscere che la risultante ottenuta col metado abbreviato di
Bezout, nella ipotesi che i gradi delle equazioni siano uguali,
coincide nel fondo con quella cui mena il metodo del massimo
comune divisore, modificato con la nozione de’semplificati residui.

10. Del rimanente nella stessa ipotesi il metodo di Bezout pud
somministrare immediatamente anche la serie completa de'sem-
plificati residui. In fatti & gia evidente che la funzione Y,, ossia
il primo membro della prima equazione del sistema (7) , & per
lo appunto l'espressione del primo de’semplificati residui, vale
a dire di p, . Ineltre & manifesto che I'espressione del residuo
semplificato p, si ottiene eliminando tra le due prime equazioni
del detto sistema la piu alta potenza ", a patto perd che que-
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sta eliminarione si esegua formando un determinante di 2.° gra-
do con i coefficienti di tale potenza e con le rimanenti parti delle
due equazioni ; in guisa che si avra
Cop Cra P+, 8" ..+, ,
Cop Can @™ 4+ €y T . €,
Similmente si ottiene il semplificato residuo p, , eliminando con
lo stesso metodo tra le tre prime equazioni le due piu alte po-
tenze z™* ed z™*, per modo che sara
. .
Crx Cra Cips z"* +-.. -I-c,.“
Ps= | Ca,x Csa Can A T
Cop Cig €4 s T .46,y

Pa—

E cosl continuando si avranno gli altri semplificati residui; ma in
generale & chiaro che I'espressione di un residuo qualunque p, & il
determinante di grado r, che si forma con le prime r orizzontali
della matrice del determinante K,,, riunendovi in una le ultime
n—r+1 verticali, ordinatamente moltiplicate per le successive
potenze 2™, 2™, .., 2*, x, 1; e quindi avremo

Ry ! ,
C,_, c,,, . c,,,._, c,'p” ..+ c,',,_,x+c,',,
A1
—_— cn.t cs.. * cn,r—: cn.rx + .. cl,n—1x+cn.n
= .

. . . . . . . . - . .

Cr,x Cra ¢« Crpr—z c,._,.x"" F o Crp  TACrn
Ma se si trasforma l'ultima verticale, aggiungendole tutte le altre,
ordinatamente moltiplicate, a cominciar dalla prima, per le suc-
cessive potenze 2™*, z™*,.., 2" """, osservando alle (7) & pa-
lese che gli elementi della verticale trasformata divengono Y, ,
Y,,.., Y,. Inoltre siccome in virtu della (4) si ha

Y,=Ba,—Ab, ,
Y|=B(aox+ax)_A(box+bx) ’
Y,=—B(a,2*+a,x+a,)—A(b,x*+b x+b,) ,

. . . . . . . . . . . . . .

¥ =B(a, 2" " +a,2""+..+a,_,)— A0 ' +b,8"7+..+b,_,),
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si comprende che il nuovo determinante pud spezzarsi in due
parti, I'una moltiplicata per A, I'altra per B ; e quindi se i mol-
tiplicatori di A e di B si dinotano rispettivamente con V/, ed X, ,
vale a dire se pongasi

cl.x cl,t M cl.'—-x ao
’ cl,l c.,ﬁ . c'.’“l a0x+a!
X= Cot Coa + Coros GpZ"+0,2+0,

. . . . . . . . . . . .

r- r—
CraCra + Crp—x QT '+a1¢ '+"+ar—x

Cr1Cra ¢+ Crpg bo
cl.: cl.! * cl.l‘—x box+bx
vr= €31 Cs,a » Cary boxa+bxw+bn i

CriCra + Crpy DX "+b ™ +..+b,_,

pel semplificato residuo p, avremo evidentemente I’ espressione
pr=BX, —AV,..

Ma @& poi manifesto che i due determinanti X', e V', non sono al-
tra cosa,che quelli in cui si mutano i due determinanti gia dino-
tati con X, e V,. (§. prec. n®22), quando si applica a questi ultimi
la trasformazione sviluppata nella 1* parte dal n® 123 al n° 126,
in guisa che, nella ipotesi della uguaglianza de’ gradi delle fun-
zioni A e B, si ha

X=X, , V,=V,.

11. La risultante di due equazioni di gradi disuguali m ed n
(sempre ritenuto m maggiore di n, e, come al solito, m—n=r¢)
pud ancora farsi dipendere dal metodo di Bezout, con riguarda-
re I'equazione di grado n come caso particolare di un’equazione
di grado m ; il che pud farsi in due modi, o supponendo nulli
i coefficienti delle ¢ piu alte potenze =™, 2™*, . ., 2", o invece
supponendo nulli quelli delle ¢ pil1 basse potenze 2*~*, z*~%,.. , x,
x° . Esaminercmo brevemente quésti due modi, entrambi consi-
derati dai geomelri.
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Secondo la prima maniera si tratta di applicare il metodo alle
due equazioni

A=a 2" +a,x™ "+ . . 4a,_ 2" "+a 2"+ . +a,—0,
bx™ +-b, 2™ " 4+ - +-b,_ & b2+ -+ -y =0,

dove perd, a calcolo finito, bisogna porre
=0, b=0, b,=0,...b,_,=0;

con che la seconda equazione va ridotta a
B=bx"+-b,, 2" "+ ++ 4-b,=0 .

Ora, conformemente al primo caso, nella ipotesi attuale perver-
remo alla risultante K,—0 , essendo

cl.! cl.l ° cl.‘m
[ [ . C
Km= 2,2 V3,8 s,m ;

cm.x cm,s * cm,m

ma, siccome gli elementi del determinante K,, sono sempre defi-
niti dalla formola (6), ne segue ch’esso & identico col determi-
nante simmetrico nascente dal trasformare, col metodo svilup-
pato nel n° 127 della 1* parte, il determinante a due scale di gra-
di disuguali D, , il quale esprime I'ultimo de’semplificati residui
corrispondenti alle funzioni A e B, di gradi m ed »; ma allora
il determinante K,, sara divisibile per a} ; e pero dovendo essere
D,= -:—‘ K, ,

(]
la vera risultante sard
1

Fz— Km'—= 0 .

Del rimanente per sopprimere dal determinante K,, il fattore a3,
bastera mutarvi le prime ¢ orizzontali in una scala inversa di
grado ¢, formata con i coefficienti di B (par. 1*, n° 128); ed allo~
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ra, se si dinota con K, cio che diviene il determinante K,,, , in
seguito della detta modifica‘si avra

;:‘Km=K$a ,

e quindi sard K/,=0 la risultante delle date equazioni.

12. 1l metodo del Bezout pud, nel caso che si considera, fornire
ugualmente le espressioni di tutti i semplificati residui p,, p, , pys
etc. Ma ora, seguendo il procedimento tenuto nell’altro caso
(n° 9), per ottenere I espressione del primo semplificato residuo
ps » ch’& una funzione di grado n—1, bisognerd impiegare tutte
le prime ¢+ 1 equazioni del sistema

Y,=0, Y=0,..,Y,_ =0, Y=0, Y, =0,.., Y,=0,

dalle quali col metodo allora indicato possono eliminarsi tutte le
potenze superiori ad n—1. Ed a tale uopo & necessario di osser-
vare che le prime ¢« —1 funzioni Y,, Y,, .., Y,_, non sono gia,
al pari delle altre, di grado m—1, ma sono rispettivamente di
gradi n, n+4-1, n4+2, .., m—2, poiché nel caso attuale es-
sendo =0, b,=—0,.., b,_,=—0, si ha (*)

Y, =Ba,,

Y, =B(a,z+a,) ,

Y, ,—=B(a,z""*+a, :c"’-{— ae,)

Y, =B(ax""+a,x" "+ .- +a, ),

Y. =B(ax* +a,z"4..+a, }—Ab,.
etc. etc. etc.

Similmente impiegando le prime « 42 equazioni otterremo p, ;

(*) Da cid risulta che nel caso presente la funzione Y, ¢ mancante delle
pilt alte e —1 potenze; che la seconda Y, manca delle s —2 pit alte potenze;
che la terza Y, manca delle s —3 piu alte potenze, e cosi di seguito fino alla
funzione Y,_,, che manchera solo della pid alta potenza 2™*. Ora tutto cid
equivale a dire che per la primasihac,,,—=¢c,,s=..=¢,,¢~,=0; che
similmente si ha per la seconda ¢, , T=Cp, 4= ==Cq, =0 ¢ cosi due—
guito fino alla funzione Y, per la-quale si ka solo ¢, , ,=—=0 .
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ed in generale avremo I'espressione di p, impiegando tufte le pri-
. me ¢ + r equazioni. Ma d’altra parte & chiaro che questa espres-
sione pud subito aversi nel determinante di grado ¢« + r formato
con le prime ¢« + r orizzontali del determinante K,,, riunendovi
in una le ultime n—r—-1 verticali, ordinatamente moltiplicate
per le successive potenze 2", 2*",..,  , 2°. E se all'ultima
verticale del determinante, che si ottiene in tal guisa, si aggiun-
gano tutte le altre,ordinatamente moltiplicate, a cominciar dalla
prima, per le successive potenze 2™ *, 2™ *,.., 2", ri-
sultera

Ix cl.l M cl.t-H'—l Yl

= cl—x,n ct—-x,s M ct—-x, +r—z §9—1 . (8)
e

cl.: cx.n ¢ c(.u—r—x

cl+l.l c¢+l,l M cl+l,!+"—! Yl+t

c‘+"’.l ct+f.l . cl+f'J+f—l Y8+"

13. Inoltre, tenendo presenti le espressioni delle funzioni Y,
Y., .., Y., & manifesto che I'ultimo determinante pud decom-
porsi in due parti,, I’ una moltiplicata per B, I' altra per A; e
quindi si ha, come nell’ altro caso,

Pr=BX:- — AV:. ’

dove X} & cid che diviene il determinante in (8) mutandovi solo
gli elementi dell'ultima verticale nelle espressioni

a, , @x+a, , .., 6 T'Ha "t ta,,,

E similmente V/, & ci6 che diviene lo stesso determinante in (8)
annullandovi nell’ ultima verticale i primi « elementi, e cangian-
do gli altri nelle espressioni

bl ’ bt‘”""bcﬂ y v bc“’r—l"'bt-na’r—""‘ °* +br+¢—x *

Del rimanente & chiaro che X/ e V/ sono i (rasformati de’de-
terminanti gia dinotati con X, e V,. (§. L. n® 22) , mediante il
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metodo sviluppato nel n® 127 della 1* parte; ma quindi essi sono
divisibili per a$; e per sopprimerne un tal fattore si comincera dal
mutare in ciascuno le prime s orizzontali in una scala inversa di
grado ¢, formata con i coefficienti b, , b,., ,.., b, ; ma poscia
per riguardo al primo X,' dovranno annullarsi nell’ultima verti-
cale i primi ¢ elementi ; ed in quanto al secondo & chiaro che bi-
sogna mutare gli stessi ¢ elementi nelle successive potenze 1,
x, *,.., " . In conseguenza chiamando X,” e V,” cid che
rispettivamente divengono X,’ e V,' dopo la detta modifica,
avremo

1

X,.:E- X, =X7,
1

V,= o V.=V, .

14. Risulta da tutto cid che le k condizioni necessarie per
I' esistenza di & radici comuni alle equazioni A—0 , B=0 equi-
valgono alle seguenti

’

K,=0, K, =0,..,K,,.=0.

le quali nel caso presente costituiscono il sistema delle risultanti
delle equazioni A—0, B=0; ed intanto I'equazionc che com~
prende le k radici comuni sara

k—t"‘ . +K','l—k.k=0 ¢

tni=Kn 1@+ Koy,
Inoltre le rimanenti m—&k radici dell’ equazioni A—=0 saranno le
radici dell’ equazione di grado m—¥k

1
Xpkrr= @ X'n—k...: =Xy ke =0;

e le rimanenti n—k radici dell’ altra equazione B—0, saranno
quelle dell’equazione di grado n—k

1
Voiir= i Vbt = Viaia=0 .
o0

15. L’ altra maniera di far dipendere la risultante delle equa-
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zioni A=0 e B=0, di gradi m ed n, dal metodo di Bezout,consi-
ste, come gid si & detto, nl riguardare I equazione di grado n
come un' equazione di grado m, ma nella quale fossero- nulli i
coefficienti delle ¢ pih basse potenze *~*, =*~*, .., z, 2°; di
modo che nel fatto questa equazione & cid che diviene la B—0
moltiplicandola per ™", ossia per z°. Cosi nel caso attuale trat-
tasi di applicare il metodo-indicato alle duc equazioni di gradi
uguali: : ~

A=—a z"+a, " .. +a, 2+, 2"+ 4a,=0,
&*B=b, " +b, ™"+ .. +bx*=0,

la seconda delle quali pud ritcnersi come completa, ma a patto di
porsi, a calcolo finito ,

bp =0, bpy=0,.., b,=0.

Ora, senza entrare in altre considerazioni , osserveremo che la ri-
sultante delle due soprascritte equazioni pud aversi uguagliando a
zero il determinante della matrice quadrata a due scale, ciascuna
di grado m, formate con le due serie di coefficienti

Ay s Gyyooyly o Quiryeey G s

By s byyevrbn s busroees b

ma siccome in ciascuna orizzontale della scala inferiore bisogna
annullare gli ¢ elementi b,, ., b,.,, .., b,, ponendo mente alla
forma del detto determinante , si fa manifesto che sia lecito di
sopprimervi tutte le ultime « orizzontali della scala (a,) (par. 1%,
n° 42), a patto tuttavia che il determinante che si otliene in tal
guisa sia moltiplicato per aj, . Ma d’altra parte & evidente che
questo determinante non & altra cosa che il determinante della
matrice quadrata a due scale di gradi n ed m, costruita con le
norme dichicrate nel n° 115 della prima parte; e che percio & l'ul-
timo de’ semplificati residui corrispondenti alle funzioni A e B.
Adunque, se si cerca col metodo di Bezout la risultante delle due
equazioni A—0, *B=—=0, questa risultante sara divisibile per aj;
e sopprimendone un tal fattore si avra la vera risultante delle’

equazioni A=—0, B=0.
24
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16. Si pud modificare questo metodo in guisa da giungere .
direttamente alla vera risultante. Se I' equazione A=0 si mol-
tiplica successivamente per le potenze 2**, z**,.., z*, x, 1,

e I'equazione B—0 si moltiplichi per le m potenze Successive
1,z,2",.., 2™, 2™, siottiene un sistema di m-+-n equa-
zioni, delle quali le prime n sono di grado decrescente da m—+-n—1
fino ad m; e le altre m equazioni sono di grado crescente da n
ad m+n—1. Ora le dette equazioni contenendo le m+-n potenze

xm-m—:’wm-o-n-t’”, wl’w’wo’

potremo eliminarle riguardandole come altrettante incognite a
primo grado, ed il risultamento di tale eliminazione, il quale
non ¢& che il determinante delle equazioni medesime, sara una ri-
sultante delle equazioni A=—0, B=—0. Ora & chiaro che questa
risultante riproduce il determinante della matrice a due scale di
- gradi n ed m formate con le serie de’ coefficienti di A ¢ B, e
quindi I'ultimo de’ semplificati residui (*).

S. 1v.

DETERMINANTI DELLE EQUAZIONI, E RADICI MULTIPLE. ‘

1. Dinotata come al solito con A una funzione di « di grado n,
e con B la sua derivata, supporremo

A=ax"+a 2"+ .. +a, 246, ,
B=b,x"*+b,2"*+ . +b,, ;
e sara quindi
'b,=na, y by=(n—1)a, , b,=(n—2)d, sovs Dy =0p ..
Cid premesso, se si considera in ordine inverso la serie de’ prin-
(*) Questo metodo elegantissimo per ottemere la risultante di due equa-

zioni & dovuto all’illustre Sylvester, che lo ha detto metodo dialitico di eli-
minazione. V. il Philosophical Magazine. June 1811.
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cipali coefficienti de’semplificati residui, corrispondenti alle fun-
zioni A e B, otterremo il sistema delle n—1 quantiti

D._‘,DH,-o,DH,DH..19"’D‘)D|,

le quali sono funzioni omogenee delle costanti @,, a,,.., a,,
ciascuna di un grado doppio dell’ indice corrispondente (§. II.
n* 37 e 38). Ora noi distingueremo questo sistema col nome di
sistema de’ successivi determinanti della funzione A, o dell’equazio-
ne A=—0; e perd sard D,_, il primo determinante della funzio-
ne; D,_, il secondo; D,,_, il terzo; e cosl di seguito (*).

2. Risulta da questa convenzione che il primo determinante
della funzione, non & altra cosa che I’ ultimo de’ semplificati re-
sidui corrispondenti alla stessa funzione ed alla sua derivata, il
quale & di grado zero in riguardo ad x ; mentre poi il secondo de-
terminante, il terzo, il quarto, etc., sono rispettivamente i prin-
cipali coefficienti de’ residui di 1° grado, 2° grado, 3° grado, etc.;
di tal che, in generale, il s™° determinante D, sara il principale
coefficiente del residuo di grado k—1.

3. E gia noto che se il primo determinante della funzione A &
diverso da zero, questa funzione e la sua derivata saranno prime
tra loro; ma nel caso opposto queste funzioni debbono ammettere
un divisore comune in z, il quale sara di grdo n—r (§. II, n° 21)
se, insieme al primo, siano nulli nel tempo istesso tutti i primi
n—r determinanti

Dyss DpuseosDpry D,

Ed in questa ipotesi il quoziente della divisione di A pel detto
comun divisore sard la funzione di grado r, che sotto forma di
determinante abbiamo indicata col simbolo X, (§. II, n.} 29 e 34).

Ora tutto cio in altri termini equivale a dire che le radici della
equazione A=0 saranno tra loro disuguali, se non & nullo il suo

(*) 1l primo di questi determinanti, fatta astrazione da un fattore dipen-
dente solo dal principale coefficiente, equivale , come si vedrd poco innanzi,
a quello che fu chiamato dall’ illustre Gauss determinante dell’ equazione ;
e che poscia ha formato il soggetto di profonde ricerche de’pit grandi anali-
sti ; ma pare, e cid che segue ne sari una pruova, che non sia meno interes-,
sante la cousiderazione degli altri determinanti, che abbiamo messo in veduta.
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primo determinante D,_, ; ma in altro caso I’ equazione avra per
lo meno due radioi uguali ; e fin qui si tratta di una proposizione
conosciuta. Ma ora possiamo aggiungere che, se & nullo il primo
determinante, senza esserlo il secondo D,,_, , 'equazione avra due
sole radici uguali, vale a dire una radice doppia; e rerd n—1 ra-
dici distinte, che saranno tutte le rad:ci dcll'equa:ione X,_,==0.
Se poi siano nulli i due primi determinanti, senza csserlo il terzo
D,_,, I'equazione potrd ammettere o una radice tripla, o due ra-
dici.doppie ; ed in conseguenza n—2 radici dis.inte, che saranno
“le radici dell’equazione X,_,—0. Se fossero nulli i tre primi de-
terminanti, senza esserlo il quarto D,,_, , I'equazione.potra avere
o una radice quadrupla, o una radice tripla ed unz doppia, ov-
vero tre radici doppie; ed.in ogni caso n—3 radici-distinte. Ma
ora, senza piu, & manifesto che, se seno nulli i-primi n—r deter-
minanti, 'equazione potrd ammettore diverce iadici multiple, - ma
le radici distinte saranno al numero Gi s, conisndo, come gia s'in-
tende, una sola volta ogni radice multipla ; ¢ quindi possiamo e-
nunciare il segucnte teorcma:
- L’ equazione A=0, i grclo-n, -ammetlera soltanio r radici di-
slinte .quante volle siano -nulli i suoi primi n—r delerminanti. E
tali radici saranno tutte comg:rese ncll equazione di grado r (*)

11 a . O, O, Qy - Ogr 0

0 QG o Qpy Qp ,0p ;o Qo o 0

. 0 a, a, a, a,., 0

00 . 0 a a . a O
X;=jo0 .0 0 b . b_ 1 [=0.

00 o o o . b =

00 . b b b . b, &

0 bo . br—s br—n br—t * bzr—s xr_l

nb, . b b_ b . by,

(") Non esisle, per quanto ¢ a nostra notizia, verun altro teorema che
possa dare all’ istante, come quello che qui si enuncia, 'equazione che com-
prende le sole radici distinte di un’ equazione , che ammette radici multiple.
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4. Segue da questo teorema che, se sono nulli tutti i determi-
nanti dell’ equazione , la medesima avra uguali tutte le radici,
vale a dire avra una sola radice multipla di grado n, che sara ra-
-dice-dell’ equazione

1a 0
X,=|00b, 1|=0,
b x

la quale, sostituendo a b, e b, i loro valori na,, (n—1) a,, e poi
sottraendo dall’ ultima la prima verticale moltiplicata per n, si
riduce ad

na, 1. =na,z+a,=0.

—a, x

Cosl nel caso che si considera la funzione A non pud differire che
per un fattor numerico dala potenza n™* del binomio na,z-+a,.
b. Invece delle funzioni D, ed X,., che sono espresse immedia-

Ma-oltre a cid osserveremo che i principii, ond’esso deriva, possono condurre
a risolvere delle quistioni di una difficolta anche maggiore, come sarebbe per
esempio, se si trattasse delle condizioni, cui debbono soddisfare i cocfTicienti
di un’ equazione di grado assegnato , affinché la medesima possa ammettere
una o pil radici di un dato grado di moltiplicitd : quistione questa importan-
tissima specialmente in fatte di singolarita delle curve.Cosl, se si domandano
le condizioni affinché un’equazione possa ammeltere una radice tripla , si ve-
drd che in primo luogo bisogna che si abbia Dg_,=0 e D ,_,=0;
e che di pilt in questo caso debbono essere uguali le due radici dell’equazione
di 2° grado -
Dw—xm' + D»—t.,:'z + Dn- t,a=0 ’

il di cui primo membro & I’ antipenultimo de’ semplificati residui; e cid esige
com’ & chiaro che sia soddisfatta la terza condizione

Dy s =ADp, Dy ys -

Se la proposta equazione dovesse ammettere due radici doppie,oltre alle due
condizioni D, _,==0, D,y =0, si esigerebbe evidentemente che fosse un
quadrato perfetto la quantith Dj—s,,—4Dp—sDp—s,s . Ma queste cuistioni
meritano uno sviluppo pili esteso, che ci riserbiamo di dar loro in altra oc-
casione.

- e B
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tamente in termini delle costanti della funzione A, possiamo nelle
applicazioni del precedente teorema far uso delle corrispondenti
funzioni H, e Z,, che sono espresse per mezzo delle potenze simili
delle radici dell’ equazione A=0 (§. 1I, n* 31 e 38). Quindi sic-
come si ha in generale (§. II, n°® 38)

D,=a) H,,

X,=a"Z, ,
risulta che la detta equazione di grado n ammetterad soltanto r
radici distinte quando siano soddisfatte le n—r condizioni

H, ,=0,H, ,—0,..,H=0,

equivalenti ordinatamente alle seguenti

S 8 .84, S0 S: o Sna s, 8, . 8,
S, 8, .8, S, S, .8, S, 8, o 84y

S, 8§ 8., |=0,(8. s, .38 [=0,..,]5, 8 . $..=0;
Sn—1 s_l *Sana Sn—a Sn—1 * San—y Sy 8r+x‘ Sor

ed in tal caso le r radici distinte saranno tutte le radici dell’e-

quazione
So 5 o Sr

1
8,8 . 8 =
Z—=|s, 8 . §, X

. . . . .

Sy Spoge Sepg X

6. Siano «, , a,, .., a, le nradici dell’equazione A=0, e
pongasi
1 1 1 .1

@, 2y @, . Oy
P— a: a: a: . a;
| 3 3 3
@, oy ay . %n

ez N1 N3 n—g
Xy ag ag o Gp -
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Egli & noto che questo determinante equivale al prodotto delle
differenze a due a due di tutte le radici, prese secondo un’ordine
gia dichiarato (par. 1%, n° 52, es. 2°); e perd usando una notazio-
ne convenuta, sara

P=ﬂ(¢,, Ag 90y a,.).

Intanto, se si elevi a quadrato il determinante P, operando per
orizzontali, e si tenga presente che

a:+¢:+¢:+”+“:=3r ’

si riconoscera subito che il quadrato di P ¢ identico al determi-
nante figurato per lo innanzi con H,_, ; vale a dire si ha

P=H,,;
e quindi risulta

S, 8 84 o Sy,
5, 8, 8, .8,
P.=“.(“l L AR “n)= Sa 8 S, . 8y,

. . . . .

sﬁ—l ‘I s.-o-l . slH
Questa relazione dimostra che il derminante H,_, esprime il va-
lore assoluto dell’'ultimo termine dell’equazione ai quadrati delle
differenze delle radici dell’ equazione A—0 ; e perd questo ter-
mine sara espresso da

n(n—1)
.

(—1) Hoo 5

e siccome D, _,—a;*"H,_, , ¢ manifesto che il detto ultimo ter-
mine pud ancora essere rappresentato da

n(n—1)
—) " Da.
o, (]

Ciascuna delle espressioni qui recite.equivale adunque al prodotto
di tutte le differenze, si positive che negative, delle radici dell’e-
quazione A=0; ed & questo prodotto che suol chiamarsi deter-
minante dell' equazione (nota al n° 3).Vedesi pertanto che il deter-
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minante dell'equazione A=—=0 non differisce dal nostre primo.
determinance D,,_, che per un fattore funzione del selo prmclpale
coefficiente dell’ equazione.

7. Dinotando r un numero qualunque minore dl n, & evidente
che il' determinante di grado r

(] s x sl . M ’r—x
S, 8, S8 -
H,_ ,=]s, fs 8 + Spux |

sf-—l 8,. sr-g-l . sll'-—s

& il principale minore determinante di H,_, , formato nelle pri-
me r oriz”oniaii; e quindi pud essere riguardato come il quadrato
della matrice costituita dalle prime r orizzontali del determinan-
te P (par. 1%, n.° 69), vale a dire come il quadrato della matrice

1 1 1 .1 .1
&y @ @5 . &y . o
L 3 2 ]

oy Ay &g . Op o Oy

r—t r—x f—x r— r—x
xy Ay O e &p . Op |

Ma i! determinante che si ottiene elevando a quadrato questa ma-
trice equivale alla somma de’ quadrati di tutti i suoi determinanti, -
ciod di quelli che si ottengono combinando le sue verticali ad r
ad r, cosi pofremo scrivere concisamente

S, 8.8, .« S, 11 1 .1 |
M s Sa . 8 a, oy .

2 2 L ]
S, 8 8, .+ Spyp =z “ o a . O ’

r—~1 f—zp f—x r—1
Sp_x 8¢ Spax + Sar—s ay Qg s. o+ Op

avendo messo in veduta sotto la caratteristica della semma il qua-
drato del determinante principale della matrice, ossia di quello’
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che risulta dalla combinazione delle sue prime r verticali, e la
somma dovendo estendersi a tutte le altre combinazioni.

Inoltre, siccome ogni combinazione di r verticali della matrice
in discorso comprende una combinazione di r radici, e ciascuno
de’ corrispondenti determinanti pud essere trasformato, a somi-
glianza di P, nel prodotto di tutte le differenze di queste r radici
a due a due, cosl avremo ancora

su sl M sr—!

D,_ S, 8, .8, .
'a_”%= = =E;“’(¢nv'-’°°’¢r);

(/] . e o 0

Sr—x3r o Sar_s

e quindi ponendo r—1, 2, 3, 4, etc. si avra la serie di relazioni

D, =H,=s,
D, S, S, »
=H,— = E n* (a,, «
a: 4 81 3. (l’ l)’
sﬂlsls.
D, .. _ L~
at — T T 8, 8, 8| = E,n (“U"a’“n)’
0
8, 8, 8,
$, 8‘ 8 8,
D, 8, 8,8 8 :
=H,=|" "™ *| = I (o, agy @y
al YT, 8 08, 8, 2 (a5 @ar @0y o)
8, " 3, 8
etc. etc. etc. etc.

8. Supponendo che I'equazione A—0, di grado n, abbia ra-
dici multiple, ed r radici distinte a«, , ¢, , .., « , sianop,,
s s - - » py 1 loro gradi rispettivi di moltiplicit, taluno de’quali
potra essere uguale ad 1, in guisa che sara

BoHpat oo+ p=n. (1)

In questa ipotesi. le n verticali della matrice di r orizzontali
' 25
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considerata nel n° precedente potranno essere distribuite in s
gruppi, ciascuno costituito di verticali identiche ; vale a dire in
un gruppo di p, verticali, in cui figura la sola radice «, ; in un
gruppo di p, verticali con la radice «, ; e cosi di seguito. In que-
sto caso adunque de' determinanti della detta matrice debbono
annullarsi tutti- quelli, in cui si trovano almeno due verticali
identiche ; e rimarranno solo i determinanti, che si ottengono da
combinazioni di r verticali , prese una per ogni gruppo; donde
poi segue ch’essi sono uguali tra loro in valore assoluto, ed il
loro numero sara uguale al prodotto de’gradi di moltiplicitd di
tutte le radici. Dopo cid ¢ manifesto che, nella ipotesi attuale ,
il determinante H,._, , principale minore di grado r del primitivo

" H,_,, formato nelle sue prime r orizzontali, equivale al deter-

minante delle successive potenze delle r radici semplici molti-
plicato pel prodotto de’loro gradi di moltiplicita; laonde se s’in-
dichi con p questo prodotto, vale a dire se pongasi

P Xpg>< v e Xpp==p » @
si avra :
S S . Se_y 11 .1
8, 3, . sr Xy Ug ¢ Gy
Ho ,=|8 8 : $ps |=p|i @ . o 3)
Sp—x Sr ¢ Sera “:-t A -
=u H’(a,‘, Aggovy aq-)- -

Intanto, siccome le quantitd a,, «,,.., «. SONO, per ipotesi, le
r radici distinte della equazione A—=0, le quali d'altra parte sono
tutte le radici della equazione di grado r (n.° 5)
5,8, - Sy, 1
S8 - 8§ &
Sg 8, .« Sp, X =0, %)

. . . . .

-
S,. sr«.-x' snr—x x

<~ dinotiamo con o, la somma delle potenze p™e delle radici di
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questa equazione, vale a dire se pongasi per compendio

cp;1f+af + - +af,
avremo eziandio

So Sy o Sr Gy O ° Op—g (')
8 8 .S G, Og « G

=y . ®)
Sp—z S¢ « Sar_q - | Fr—x Oy + Tgr—a

(") Cade quasi sott’occhio che un’equazione di grado r , le di cuiradici
siano a, , a, , .., ap, pud mettersi sotto la forma

1 1 .1 1

a, [N . a. X

£ o a2 |=0,
¢:-I a:—x . a:-l wl‘—l

r r r r
a, @ . o X

perché questa equazione & verificata sempre che si supponga x uguale ad una
delle quantitd «,, a,,. ., oy . Segue da cid che #l primo membro di questa equa-
zione, ed il primo membro della (4) nel testo non possono differire che per
un fattore indipendente da x. Ma siccome nella (4) il coefficiente della pid alta
potenza z¥ & H,_,, ossia p II* (a,, «a,.., ay), e nella equazione attuale il
coefficiente della stessa potenza é I (x,, ag,.., a,), ne risulta che il primo
membro di quest’ultima equazione, moltiplicato per wII (z, a,.., a,), di-
viene identico col primo membro della (4); ed in tal guisa noi siamo condotti
alla relazione osservabile

s S . §_, 1 B b U R O |

S, 8 . & z a, ag . ap X

S, 8 .o S, z® =pl'l(a,,a,,.,, ¢,.) ¢: a: . ap Z°
’ r

Sy Spiye Sers T | : o @ . o

la quale, paragonando i eoefficienti delle potenze simili di z ne’ due membri,
porge .una serie di relazioni, tra cui vanno comprese la (3) e la {5): relazioni

-
-
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9. Del rimanente queste conchiusioni si possono estendere a qua-~
lunque minore di grado r del primitivo H,_,, purché le linee che
concorrono a formarlo, tanto orizzontali, quanto verticali, siano
successive. Allora infatti esso pud riguardarsi come il prodotto di
due distinte matrici del determinante P, costituite entrambe da
due diversi sistemi di r successive orizzontali ( par. 1%, n° 66),
per esempio I'uno contato dalla i™*, I'altro dalla ™ orizzontale;
e sard propriamente uguale alla somma de’ prodotti di tutti i de-
terminanti dell’'una pe’rispettivi determinanti omologhi dell’altra.
Ora in primo luogo & chiaro che a ciascuna di queste matrici &
applicabile tutto cid che si & detto nel caso precedente, fino al
punto di conchiudere che ideterminanti di ognuna di esse, i quali
non si annullano,sono tra loro rispettivamente uguali, e ¢ di nume-
ro. E evidente inoltre che i determinanti della prima hanno per

fattori Ie potenze a“' , af" soey "" , € quelli dell'altra le po-

tenze o, ok—*, .., ¥ 7 ; ma qumdl ¢ chiaro che , se questi
fattori si sopprimano, i primi determinanti diverranno uguali ai
secondi, e perd tutti uguali al determinante delle successive po-
tenze delle radici semplici a,, «,,.., «.. Nerisulta che, nel caso
attuale, il detto minore di grado r del primitivo H,_, equivale al
quadrato del determinante delle successive potenze delle radici
semplici , moltiplicato per la potenza (i+&k—2)"* del prodotto
delle stesse radici, e pel prodotto de’ loro gradi di moltiplicitd;
ed in conseguenza ¢ espresso da

PCTT PRI sl o A AR I

10. Se nel determinante P si considera una matrice qualunque

che noi avremo occasione di applicare ad importanti quistioni, e segnata-
mente alla integrazione delte equazioni.

Faremo intanto osservare che I'ultima formola sussiste anche quando r=mn;
vale a dire , quando sono disuguali le radici dell’equazione primitiva A=—0,
e quindi p=1; e le relazioni, che essa porge in tal caso, col paragonare i
coefficienti delle diverse potenze di x , costituiscono un teorema gia dato dal
ch, prof. Mainardi (Annali di matematiche di Tortolini, tom. 1. pag. 76).
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costituita da un numero di orizzontali maggiore di r, che siano,
0 no successive, ¢ evidente che i suoi determinanti debbono tutti
annullarsi, perché in ciascuno vi saranno in ogni caso almeno due
verticali identiche. Segue da cié che, quando I’ equazione A—0
ha radici multiple, ed r sole radici distinte, ogni minore del pri-
mitivo H,_, , che sia di grado superiore ad r, & necessariamente
nullo.
11. Per applicare ad un esempio le precedenti conchiusioni,

supponiamo

A=2"+ 2'—bz*—2z" + 8x—4=0,
e quindi

B=5z* + 4z’ —152"—22x +8 .

Calcolando le somme delle potenze simili delle radici della data
equazione A—0 troviamo

=5 , sl=—l' y =11 , s,—13 , =36 ,
s,——61, s,=131, 5,—=—253, 5,=515

e sara perciod

5,8, 8,88, 5—1 11—13 35|
$.8,8,8, 8| |—1 11 —13 35 — 61
5,8,8,88|=| 11—13 35—61 131|.
5,8,8,5,8, —13 36 —61- 131 —253
85,5,5,5,8, 35 —61 131 —283 515

Ora basta osservare che in questo determinante la terza verticale
equivale al doppio della prima diminuita della seconda per con-
chiudere che esso & nullo insieme ai principali minori di 4° e 3°
grado, costituiti rispettivamente nelle prime quattro e nelle pri-
me tre orizzontali; vale a dire sono nulli nel tempo istesso anche
i due determinanti ‘ '

8,5 5.8, b—1 11— 13
58,88 |—1 1113 38
5,8,85| | 11—13 33 —61|"

$, 8,8, 8, —13 35 —61 131
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S, 8, 8, 5—1 11
s, s,s,l: —1 11 —-13
18, 8, 8, | 11—13 35

Da cid risulta che I'equazione pr(.xposta ha n—3=5—3=2 radici
distinte , le quali adunque saranno radici dell’ equazione )

s, 5. 1 5—1 1
s;,z|='—1 11 » |=0,
s, 8, x° 11—-13 =

che si riduce ad
x* + 2—2=0 ;

¢ percid le due radici distinte saranno 1 e —2. Per quest'ultima
equazione abbiamo

=2 , o;=1 , o,)=5;

e perd, dinotando p il prodotto de’gradi di moltiplicita delle due
radici rispetlo all’equazione primitiva, siccome dev’ essere (n°8)

_F
1 8

G, Og
éi avra
5— 1 21
1 1| “l— sl

Ricavandosi da questa equazione 54%—=9y, e quindi p—6, si avra
p,u, =6 ; ma dev’essere inoltre, in virtu della (1), g, + p, =9,
dunque i valori di g, e p, non possono essere diversida2e 3; ¢
ne segue che delle due radici distinte della data equazione una ¢
doppia, e I' altra ¢ tripla; e di fatti si ha

A=(z+ 2)*(a—1)".
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s IV.

SUL TEOREMA DI STURM.

1. Ritenuto per A e per B lo stesso significato attribuito a que-
sti simboli nel §. precedente, ed ammettendo dapprima che I'equa-
zione A=—0 non abbia radici multiple, supporremo istituite tra
le funzioni A e B il processo del massimo comun divisore (§. II,
n° 12), e dinoteremo al solito con R,, R,, .., R, i residui
completi co’segni cambiati, € con p,, pgs - Pas i corrispon-
denti semplificati residui. lnoltre, richiamando il significato dei
simboli D,, X,, V, (§. 11, n‘31 e 34), & qui & uopo ncordare
le relazioni (id. n* 26 e 27).

D::‘X a4 Xp+ D:_.X,-=0 ’ (1)
X,V,_,—X,._,VFD,'-_, ’ (2)

e tener presente che le equazioni A=—0, X,=0 hanno le mede-
sime radici, al pari delle altre B=0, V,=0, (id, n° 25), osser-
vando ancora che nel caso attuale si ha

X,=— D, A,
V,=-D, B, ¥ ' ®)

Cid premesso & noto che, per definire il numéro delle radici
reali dell'’equazione A—0, comprese tra due limiti qualunque,
conformemente al teorema di Sturm bisogna impiegare la serie
di funzioni

A, B, R, R,.,Re,; *

ma siccome si ha in generale

1
Rr='—' Pr >

cd il moltiplicatore di p, & una quantita essenzialmente positiva
(id. n° 13), & chiarissimo, per la natura del detto teorema, che
ai completi & lecito di sostituire i semplificali residui, e quindi
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invece della (4) potremo impiegare la serie molto piu semplice

A, B, Prs Parecr Pa—g (5)

2. Ora noi andremo a far vedere che si pud soddisfare all'og-
getto medesimo con questialtra semplicissima serie

xo, x;,x., x.,oo, x“_‘QXn’ (6)

che si traduce in

1, |a,a,0],a,a,a,a,0 ,, |a,a 0a,a,a,a 0 |,etc.
0 b1 0a,a,a,0 0 a,a,a,a,a,0
b, b, x 001b05 1 00a,a,a,a0
0b,b, b, x 000 db b1
b, b, b, b, =* 00Db,7b0b0b x
0 b b bbb 2
b, b, b, b, b, b, x*

ed a tal'effetto basterad provare che le funzioni, dalle quali & for-
mata, sono dotate delle stesse proprieta che caratterizzano le fun-
zioni di Sturm, e che si riducono alle tre seguenti:

I. Due funzioni consecutive della (6) non possono essere an-
nullate da uno stesso valore di z (§. 1I, n° 28).

1I. Se un valore di # annulla una qualunque di queste fun-
zioni, esclusa l'ultima X, , le due, tra le quali & situata, pren-
dono segni contrarii per lo stesso valore di z; e cid risulta im-
mediatamente della relazione (1).

III. Dimostreremo in fine che, se « sia una radice reale del-
I'equazione X,—0, le due funzioni X,, ed X,,_, debbono prendere
segni contrarii per un valore di « alquanto piu piccolo di «, e
segni simili per un valore di x alquanto pit grande di «. In fatti
siano h ed A’ due numeri qualung@e, I'uno piu piccolo, I'altro pil
grande di z, ma tali che tra ciascuno di essi ed « non cada alcuna
radice delle tre equazioni X,=0 , X, ,=—0, V,=0 ; cosl tra’
detti numeri ed « non cadra neppure alcuna radice delle equazio-
ni A=—0 , B=0; e ne deriva in primo luogo che le funzioni A
¢ B debbono prendere segni contrarii per x=h , e segni simili
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per x=nh' ; ma quindi segue dalle (3) che le funzioni X, eV,
prendono, viceversa, segni simili per x=h , e segni contrarii
per x="h'.

Si osservi intanto che la (2), cangiandovi r in n diviene

3 1\
xnva—n—Xn_nvrb‘Dn-x ’
e siccome questa relazione ponendovi x—« deve ridursi a
_'xn—nvn':D:-—x ,

dappoiché in siffatta ipotesi si ha X,=0; cosi risulta che
per x=—a« sono contrarii i segni di V, ed X,_, . Ma i segni
che prendono queste due funzioni per x—a sono rispettiva-
mente simili a quelli ch’ esse prendono per x=h , perche tra «
ed h pon esistono valori di x capaci di ridurle a zero ; dunque
per x=h i loro segni saranno ugualmente contrarii. Segue da
cid che i segni delle funzioni X, ed X,_, sono, come voleva di-
mostrarsi, contrarii per 2—h. E si conchiuderebbe esattamente
nella stessa maniera che questi segni debbono, viceversa, esser
simili per z=P'.

Dopo cid & manifesto che per definire il numero delle radici
reali dell’ equazione A—0, comprese tra due limiti qualunque ,
possiamo avvalerci della serie (6), che sembra la pii semplice di
quante se ne conoscano finora per I' oggetto medesimo, essendo
essa formata immediatamente con i coefficienti della data equa-
zione.

In quanto al calcolo numerico le funzioni che formano la se-
rie (6) si' possono subito trasformare in determinanti di grado
molto pil basso mercé I’ espressione generale di X,., o meglio
di X', , data al n° 10 del §. I1I; e quindi alla detta serie pud so-
stituirsi la seguente

l 4 cll ao

L]
y | €ixCie @y , etc.  (7)
ctl a0x+al B

cﬂl clﬁ aow+al
€, Cp G, X'+, T+ 0y

26
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3. Inoltre essendo in generale (§. II, n® 38) X,—a;"Z, , dove

. Sa <8 1
S, S, S, .8 &
xﬂ

=15, 8 S, .S, ,

r
S¢ Sri1Srier Sar—a @

¢ manifesto che, invece della (6), & anche lecito di adoperar la
serie

..,12,12,,..,1%2,,
vale a dire

1, (s, 1], |s;s. 1| ,.., (8, 3 Spy 13 (8)
5, x 5,5, & S, S . Sy &
o °
S, 8, Ss S, Spez &
. . . . .
n

Sn Snizc Sama T

e siamo cosl condotti ad una seric gid conosciuta per la defini-
zione del numero delle radici reali di un’ equazione , comprese
tra due limiti assegnati (*).

&. Se si tratta di definire il numero totale delle radici reali
dell’equazione A=0, tutte le serie precedenti si possono ridurre
a quelle che risultano da’ principali coefficienti delle funzioni ,
che le compongono. In riguardo alla (8), siccome le due prime
funzioni A e B hanno per principali coefficienti a, ed na, , & chia-

(*) Questa serie sembra dovuta al ch. Joachimsthal. V. Crelle t. XLVI.

Egli & evidente che le due serie (6) ed (8) sono la traduzione I'una dell’altra,
quella espressa immediatamente per mezzo de’coefficienti dell’equazione A—0;
questa per mezzo delle somme delle potenze simili delle sue radici. Secondo
noi la serie (8) & una trasformazione della (6), alla quale siamo direttamente
pervenuti; ma aggiungiamo che fino a questo punto rimaneva tuttavia incogni-
ta la trasformazione della (8) in termini de’coefficienti dell’equazione primitiva,
quantunque molti tentativi veggansi fatti a tale oggetto.
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ro che il primo diviene inutile , e che all’ altro pud essere sosti-
tuita I’ unita ; sicché il numero totale delle radici dell’ equazione
puod definirsi mediante la serie

l’D;,Dg9D»’°'an—x’

che pud essere trasformata in

1’ {i{xcul ’ cucncu LR | 'cncn 'cu\ ’

cﬂl cil

cil c!l C’S
c!l clﬂ ct!

cﬂl cl! * ci"l

dove agli elementi ¢,,, ¢,, , . . . ¢,, possono rispettivamente so-
stituirsi b, , b, , .. , by_, ; 0 meglio na,, (n—1) a,, .., a,_,.

Egli & poi evidente che questa serie medesima si otterrebbe
dalla (7) , sopprimendone il primo terminé 1, e mutando inve-
ce in 1 il suo secondo termine ac,, , poiche a c,, & lecito di so-
stituire na, .

Iu fine risulta dalla (8) che il numero totale delle radici & an-
cora definito dalla serie

1’H0’H1’H3’H:"-9Hw—x

in cui pud sopprimersi il primo termine, e che si traduce in

v 185 Sc8g]aees |S
5.8, 8, S, Sg . S,
Sy 8, 8,

$ s, 8,

S, Sa

0o ?

sn—! sﬂ * ssﬂ—ﬂ

5. Fin qui si & supposto che le n radici dell’equazione A—=0
fossero tra loro disuguali ; ma se questa equazione ammetta ra-
dici multiple, ed r sole radici distinte, & facile a riconoscere che
il numero delle radici reali comprese tra due limiti qualunque &
ancora definito dalla serie (6) , la quale in tal caso si arresta da
sé stessa alla funzione X,., poiché le altre di grado superiore
Xrix» Xp,a » €tc. sono identicamente nulle (§. 11, n® 35). A tale
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effetto basta osservare che sussislendo nella attuale- lpoteq le due
relazioni (§. I, n* 29 e 30)
AV +BX=0
xrvr—n xr— V,-—— r—x

quanto si & detto nel primo caso (n° 2) a riguardo delle guattro
funzioni X, , X, _, eV, , V,_, orasi applica parola a parola,
senza veruna eccezione alle quattro funzioni X,., X, ,e V., V,_,,
E percid, nel caso che si considera, il numero delle radici reali
dell’ equazione, comprese tra due limiti qualunque sard, deﬁmto
dalla serie di funzioni

X, X, Xo,.., X,

le quali sono espresse immediatamente in termini de'coefcienti
dell’ equazione data ; ovvero dall’ altra serie di funzioni.

zo’zx’ Ziy-°9zra

le quali sono espresse mediante le somme delle potenze simili
delle radici dell'equazione medesima.

§. VI
DETERMINANTI FUNZIONALI.

I. Supposto che u,, u,, .., u, siano n funzioni di n variabili
Z,, Z,,.., Z,, il determinante delle loro derivate prime

du, du, du, du,

dr, dx, do, dx,
du, du, du, du,
Up=|dx, dx, dz, dx,

chiamasi. determinante del sistema delle date funzioni , o semplice-
mente ' determinante funzionale ; e spesso ancora Jacobiano dal
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nome dell’ illustre Jacobi, al quale & dovuta la teorica di questi
determinanti. Se le date funzioni sono [ineari il loro determinan~
te coincide con quello gi definito nel n° 1 del § I.

Talvolta per rendere pil semplice la scrittura del determinante
delle funzioni u, , u,, .., u,, laderivata di u, rispetto ad una va-
riabile x, ’indica con u,., ; ed allora si ha

Wy Ugg Wy u“‘
u’n Ugg uu * “m
Up==|Uyy Usq thy, . Usg

uﬁl ufu u'l! . “nn

2. Quando le funzioni non sono tra loro indipendenti, ma le-
gate da una equazione

?(ux’ ua”"“a)zo ’

il determinante u, ¢ nullo identicamente. In fatti in questa ipo-
tesi tra le n derivate parziali di ¢ sussistono le n equazioni

dp du, dy du,’ dp du,
du, dz, " du, da:,+"+du” 713,—_0’

dep du, dp du, T -
du, dr,  du, dx, du, dz,

. . . .

dp_du,  dy du, My du, _,
u dz, Taudz, T T, @,

e quindi & nullo il loro determinante,che non & diverso da u,. An-
che vera & la proposizione inversa; vale a dire se & nullo il deter-
minante u,, le fanzioni, cui si rapperta, non semo tra-loro indi-
pendenti; ma per dimostrarer questa importante proposiziene dob-
biamo permettere una trasformazione del detto determinante, la
quale d’altra parte costituisce essa stessa una proprieta non meno
importante de’ determinanti.funzionali.

3. Tra le date funzioni v, , u,, .., ¥, se¢ ne prenda una a pia-
cere, come u,, in cui non manchi la variabile x,; cosi x, sard uoa
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determinata funzione di u,, «,, 2,,.., z,, che possiamo imma
ginare eliminata dalle altre funzioni w,, u,, .., 4, . Indi tra que-
ste, che pili mon contengono x,, prenderemo una funzione, come
4., in cui non manchi la variabile x, ; ed allora x, sara una fun-
zione determinata di u,, v,, z,,.., z,, che supporremo elimi-
nata dalle funzioni w,, u,,.., u,, le quali in tal guisa non con-
terranno n¢ z, , né x, . Ma,continuando questo sistema di trasfor-
mazione, ¢ manifesto che le u,, u,, u,, .., u, possono essere
considerate: la prima u, come una funzione delle variabili z, ,
Z,,.., Ty, in cui non manca x,; la seconda u, come funzione
di u, e delle variabili 2., x,,... x,, tra cui non manca z,; indi
la terza u, come funzione di u, , u, e delle variabili z, , z,,.., z,,
tra cui nen manca z, ; e cosl di seguito; di tal che in generale si
pud supporre

Uy ==[(Uy Ugy ooy Upys Ty Byyyse oy L)
e da ultimo .

n=fn(un Ugye oy Upy_g» w,‘) .

Intanto ritenuto il simbolo —3%'- per dinotare la derivata di u,
s

rispetto ad z,, nella ipotesi genuina e primitiva che u, sia fun-
zione delle variabili z,, =z,,.., x,, per esprimere la stessa de-
rivata mediante le w,, 4,, . ., 4, , quando in seguito della trasfor-
mazione hanno il significato or ora descritto, circonderemo-di pa-
rentisi i simboli analoghi al precedente, che occorre di impiegare
in tal caso; e quindi coerentemente a questa convenzione avremo

du,
dx,

) ()N ) (8)

e se pongasi per concisione di scrittura

o (32)
dxq) du, b.q

sara invece
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du,.
'E.=bn a,+b, g+ + br,r—x L | RPN

Trasformando con questa formola gli elementi del determinan-
te u,, si ha con legge manifesta

all b’lall b’lall
a,, bn.an + a,, bnan + bnan
Y- a,, bnan + a,, buan -+ bnan -+ ay .-

.
X ’

au bnau -+ au buau -+ bnau + au .

AU e e e 44 .
a,, bnam -+ Ggn ba:a.n+ bnam -+ TR

ma questo determinante equivale evidentemente al prodotto

1 00 0 .0]/|a,,0 0 0 .0
b1 0 0 . 0)|a,a,0 0 .0

by byt 0 . 0 |a,a,a,0 .0 |:
b, b,0,, 1 0fla,a,a,a, .0

bps Ons bpy by - 1| | @ a,,a,, Gy - Q,,

adunque, siccome ciascuno de’ due fattori -si riduce al prodotto
degli elementi principali, si ha inﬁne.

Up =08y, g Ay, - . . Ay,

__ [ du, ) du,) du, du, )
=) () (&) (@)
e quindi risulta che: Il determinante del sistema di n funszioni pué
sempre essere riguardato come il prodotto di altrettante funzioni, le
quali si otterrebbero, prima trasformando le funzioni date secon-
do la legge dichiarata, e poscia derivando ciascuna trasformata
rispetto alla variabile che per ipotesi non deve mancarvi.

4. Cid premesso supponendo che u,, sia identicamente nullo,bi-
sogna che sia tale qualcuno de’ fattori del prodotto nel quale si

ossia
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trasforma.Ma i primi n—1 fattori sono,in generale,diversi da zero
perché, per ipotesi u, contiene z,, u, contiene x,, etc., dunque

dx,,

importa che nell’'ultima funzione u, non debba trovarsi la varia-
bile x,. Cosi, quando u, & nullo, una delle funzioni u,, u,,.., u,
si trovera espressa soltanto per mezzo delle altre funzioni, senza
che vi prenda parte alcuna variabile ; e cid in altri termini equi-
vale a dire che le date funzioni non sono tra loro indipendenti.

Del rimanente potrebbe ancora accadere che, in seguito della
trasformazione, le due ultime funzioni u,_, ed u, non contenes-
sero I'una e Paltra n¢ la variabile x,, , né z,_, ; allora dev’essere

. . . d .
dev'essere identicamente nullo I'ullimo fattore (i ; il che

identicamente nullo anche il fattore g—?), e ne risulta che
n—s

in tal caso ciascuna delle ultime due funzioni w,_, ed u, si pud
esprimere per mezzo delle rimanenti funzioni u,, u,,.., t, .,
indipendentemente dalle variabili x, , ed x,. Ma piu general-
mente & chiaro che, se in seguito della trasformazionesi trovi che
r qualunque delle » funzioni siano dipendenti soltanto da altre
funzioni,senza che vi figuri alcuna variabile, allora saranno iden-
ticamente nulli r de’fattori in cui si trasforma il determinante u,,
e tra le date funzioni dovranno sussistere r distinte relazioni.
Viceversa, se le date funzioni non sono tra loro indipendenti ,
e si supponga per esempio, che u,, si possa esprimere per mezzo
delle u,, u,,.. 4, ,, indipendentemente da x,, in tal caso il

fattore (th) sard identicamente nullo, e con esso lo sard pure
(3

il determinante fumzionale u, , come erasi gia dimostrato nel nu-
mero 2. Quindi, riassunrendo, possiamo conchiudere che :

Se un determinante funzionale ¢ identicamente nullo, le funzio-
ni, eui si rapporta, non’ saranno tra loro indipendenti; E , vice-
versa, se le funziori non sono tra loro indipendenti, quel determi-
nante ¢ idanticamente nullo.

Dopo cid & chiaro di per sé stesso che, se le funzioni sono tra
loro indipendenti, il loro determinante non pud esser nullo ; e
viceversa , se non & nullo questo determinante , le funzioni sa-
ranno tra lore indipendenti.
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5. Supponendo che le u,, u,,.., ¥, siano espresse per mezzo di m
quantitd y,, Y, » --» Ym » funzioni delle indipendenti z_, z,,.., z,,
per definire il valore del determinante funzionale u, osserveremo
che in questa ipotesi, derivando la funzione u,. nepetto ad una va-
riabile z,, dev’ essere :

du, __ du, dy, du, dy, + du, dy,,
dx, = dy, dx, ' dy, d=x, dy, dz,’

e si vede che isa, pud riguardarsi come il prodotto che si avrebbe
moltiplicando per orizzontali le due matrici simili (par. 1* n® 64)

du, du, du, du, dy, dy, dy, dy,
dy; dy, dy, * dy, dx, dv, dr, "~ dz,
du, du, du, du, dy, dy, dy, dy,
dy, dy, dy, ' dy,| » |dz, dv, dz,  dz, | »
du, du, du,  du, dy, dy, dy, dy,
dy, dy, dy, ' dy, dz, dz, dz, " dz,

ciascuna delle quali & costituita di n orizzontali ed m verticali; e
ne risulta quanto segue:

I. Se m<n si ha

u,—0,
vale a dire & identicamente nullo il determinante di n funzioni
di n variabili, espresse per mezzo di altre funzioni delle stesse
variabili, in numero minore di n.

II. Se m=n le due matrici sono quadrate; ed in tal caso il
determinante u, equivale al prodotto de’loro delerminanti, il pri-
mo de’quali pud dinotarsi con u,, poiche ¢ il determinante delle
u,, u,, etc. riguardate come funzioni delle y,, y,, etc., e laltro
pud essere indicato con y,,, poiche & il determinante delle y,, y,,
etc., che sono funzioni delle x, , @, , etc. Cosi quando m=n si ha

. 'u,_:,u, Yz -

III. Se m>n. il determinante sarh equivalente alla somma

de’prodotti di tutti i determinanti della prima matrice pe'rispet-
27
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tivi determinanti omologhi dell’altra; il che puo esprimersi scri-

vendo
U, = E u, Yz »

dove u, ed y, sono i principali determinanti delle due matrici.
6. Se le n funzioni u,, u,,.., 4,, e le n variabili z,, =, , .., T,
siano legate da n equazioni

70 , 9=0 , 9=0,.., 9,=0;

pel principio delle funzioni implicite avremo in generale

dy, du, dg, du, .. dy, du, — ) dg,

du, dx, du, dz, du, dx, dz,
Intanto siano ¢, € ¢, i determinanti delle ¢, , ¢,, .. , ¢ s€CONdo-
ché queste si riguardano come funzioni delle u,, u,, etc., o
delle z,, x,, etc. ; sara cosi

-+

dy, dy, .dyp, dy, dp,  dys
du, du, ' du, dz, dz, * d=z,
7“= . . . . Py ?U= . . . . ]
pn dpn  dpy Ay, dp,  dy,
du, du, ' du, dz, dz, = dz,

e quindi, osservando alla formola precedente, si vedra che il va-
lore del determinante funzionale u, & dato dalla relazione

Pu ¥z =(—1)"9, . '

7. In virtl delle equazioni poc’anzi considerate le 2, , =,,.., z,

possono inversamente riguardarsi come funzieni delle indipen-
denti u_, u,,.., u,; ed in tal caso si ha

P2 %y == (—1 )i M
e se si moltiplica questa formola per la precedente risulta

u,r,=1.

Cosl, in generale: Essendo date pit funzioni tra loro indipendenti
di alirettante variabili, queste reciprocamente sono funsioni ira loro
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indipendenti di quelle; ed i determinanti de’due sistemi di funzioni
sono tra loro inversi. '

VYolendo dimostrare direttamente questo teorema osserveremo
che, essendo per ipotesi

U= () Tgsees zQ, UT=[ (L1 Ty 005 L) e es Uy==[(TysBgpeer Ty)s

se immaginiamo ricavati da queste equazioni i valori delle z,,
Z, ..., By, € poscia sostituiti nelle equazioni medesime, queste
equazioni diverranno altrettante identitd, dovendo rispettiva-
mente ridursi ad v,—wu,, u,=—u,, etc. Segue da cid che, se si
prenda la derivata di u, rispetto ad u, questa derivata sara uguale
ad 1 o a zero, secondo che s & uguale ad r, o diverso da r, e
quindi si hanno le due formole

du, dz, du, dx, e du, dz,
-dz, du, dz, du, dz, du,

du, dz, + du, dz, P du,. dz,
dz, du, dz, du, dz, du,

=1,

=0,

le quali per semplicita possono mutarsi in

Uy Ty Upy Loyt o o - Upy Zp=1, (1)

Uy Ty = Yy Ty o+ Uy £, =0 . (2

Queste formole dimostrano che, se si moltiplicano per orizzontali
i due determinanti

uu ”u "n ® u‘m -’B" xn wlx . wﬂl
Uy, Uy Uy - Uy, o Lig Toq Loy - 7.
Ug==|By; Uso U, - Uyq | » Ty=| ), Ty Xy « T, ’

uﬂl uﬂt uM M uﬁﬂ wlﬂ xlﬂ xlﬁ M wﬂﬂ

nel determinante prodotto ogni elemento principale sard uguale
ad 1, e tutti gli altri saranoo nulli; e .quindi lo stesso prodotto
¢, come voleva dimostrarsi, uguale ad 1.
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8. Le due ultime formole conducono ad alcune relazioni di
molto interesse nelle applicazioni de’determinanti funzionali. Con-
siderando ne’determinanti u, ed x, i complementi algebrici degli
elementi u,, ed z,,, li dinoteremo secondo le nostre solite con-
venzioni con U,, ed X,,. Indi, siccome pel numero precedente
I'espressione

u’"l mll+u"’lwﬂl + ..+ “rn zﬂ!

¢ uguale a zero o ad 1 secondo che gl'indici r ed s sono uguali o
disuguali, ponendovi successivamente r—=1,2,..,s,..,n,avremo
la serie di n equazioni identiche

ull ‘Tll+ulnwﬁl+"+uln xﬂl-_—o k4
Uy, Tyg+Ugg Toy+ oo+ Uy x,,,=0 ’
Uy TygdUyg Ty 4o o Ugy Ty, =1,

“nxwu"i"uunxn: +‘°+u’nn a:,,,=0 ’

le quali addizionate membro a membro,dopo averle ordinatamente
moltiplicate per %y, %, pyeey Uyp 5ery Uqys POrgono la seguente
relazione

u,z, =U,, . (6)

~

Nel modo stesso considerando il determinante x,, si dimostrerebbe
2, U =X,p; ' @

ma ¢ chiaro che questa relazione pud subito otlenersi dalla pri-
ma, scambiandosi u con x , e conseguentemente U con X.

9. Noi.non abbiamo inteso di esporre tutte le proprieta che si
conoscono de’determinanti funzionali; ma abbiamo cercato di por-
re in rilievo quelle che debbono riguardarsi come fondamentali.
Non vogliamo tuttavia omettere una importante osservazione, la
quale del resto sorge spontanea da quanto precede, ed & che « Il
» determinante funzionale & per rapporto al sistema di funzioni,
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» cui si riferisce, quello che la derivata & in rapporto alla fun-
» zione primitiva. » E basta cid solo a far presentire l'alta im-
portanza de'determinanti funzionali. Quando il sistema si riduce
ad una sola funzione, il determinante del sistema si riduce per
lo appunto alla derivata di questa funzione.

10. Dobbiamo da ultimo far menzione di un caso particolare,
che si presenta in questa teorica, e che merita la maggiore at-
tenzione. Se le u,, u,, .., %, , anziché essere funzioni qualunque
delle variabili z,, 2,,.., ,, siano le derivate prime di una
stessa funzione u di queste variabili, di modo che nel simbolo u,.
bisogna intendere la derivata di u rispetto ad x,., allora il sim-
bolo u,, , che indica, secondo le convenzioni, la derivata prima
di u, rispetto ad , , nella ipotesi attuale esprimerd una derivata
secondo di % , vale a dire sara

v — du
"= da,dz,’
e quindi si ha evidentemente
Up = Uy «

Adunque nel caso, che consideriamo, il determinante delle fun-
zioni u,, u,,.., u, & un determinante simmetrico, il quale &
formato con le derivate seconde della funzione u. Ora questo de-
terminante, considerato per la prima volta dall'illustre Hesse, per
brevita di linguaggio fu detto dal medesimo delerminante della
funzione u ; ma, chiamato in seguito da Sylvester col nome di
Hessiano della funzione, & sotto questa denominazione che attual-
mente si trova indicato da’Geometri, e spesso dinotato col sim-
bolo Hu. Cosl I’Hessiano di una funzione u di n variabili non &
altra cosa che il Jacobiano relalivo alle n derivate prime della
funzione; ma quindi, oltre a possedere tutte le proprieta che con-
vengono in generale ai determinanti funzionali, si comprende che
I'Hessiano dev’essere dotato di altre proprieta dipendenti dalla
natura parlicolare delle funzioni cui si rapporta nella qualita di
Jacobiano. E le pil notevoli di queste propriela saranno infatti
sviluppate ne’ seguenti paragrafi.
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§. VIL

- ALCUNE NOZIONI INTORNO ALLE SOSTITUZIONI LINEARI.

1. Se una funzione di n variabili z,, z,,.., 2, sia trasfor-
mata in una funzione di altre n variabili y,, y,,.., y, , legate
alle prime per mezzo delle n equazioni lineari

=0,y + b Y+ ..+ by,
x,=b,,y,+b,,y,+..+b,,y., (1)

. . . " e .

mn—bnxyl+bnlys+ +bmyn 4
questo sistema che pud rappresentarsi semplicemente con
Xy ==0p, Y, + bnya"" cotbraYa s

a patto che si diano ad r tutti i valori 1, 2, 3,.., n, chiamasi
in generale una sostituzione lineare ; ed il suo determinante

bu bu . bxn
B |ler b - b |

by Dna - Ve

che non dev’essere nullo se le z,, z,,.., x, sono supposte tra loro
indipendenti (§. 1, n° 5), prende il nome di determinante della
sostituzione, e talvolta anche quello di modulo della sostituzione.

La sostituzione lineare dicesi unimodulare, quando il suo de-
terminante & uguale all'unita.

Se nella trasformazione sia prescritta la condizione che la som-
ma dei quadrati delle variabili primitive debba essere uguale alla
somma de’quadrati delle nuove variabili, allora la ’sys‘tltunone suol
dirsi una sostituzione ortogonale Cosl, se

ﬂ+¢+~+m=m+ﬁ+~+ﬁ, @)

la sostituzione (1) sari una sostifuzione ortogonale.



2. Supposto che la funzione lineare
a,z,+a,x,+..4+a,x,
sia trasformata mediante la sostituzione (1) in
4 C Y+ Cu¥Yst oot Cplins
& evidente che pel coefficiente di y, si ha
ce=ab,.+ab,+..4+a,b, ;

vale a dire « il coefficiente di y, nella trasformata & la somma
» dei prodotti de’successivi coefficienti della data funzione or-
» dinatamente moltiplicati pe’ successivi elementi del determi-
» nante della sostituzione.
Dopo cid, se il sistema di n funzioni lineari
Up=0p, T+ Qg Tyt o - Ay Ty
(r=1, 2? 3,..,n)
sia trasformato nel sistema delle n funzioni

Up==Cpr Y+ CrgYa—t o+ Cra¥y »
(r=1,2,3,..,n)

se dinotiamo con A il determinante del dato sistema, e con C
quello del sistema trasformato, vale a dire se pongasi

an an * a:n 0" cn . c:n

A= ex Gus  Oun C— Caz Cas + Can. ,
= y U=

aﬁ! a’ll . aﬂh cﬁi cﬂl . cﬂﬁ
segue dal principio dichiarato che gli elementi della ™ orizzon-
tale di G sono i prodotti (par. 1* n° 60) della ™ arizzontale di A
per le successive verticali di B, e ne risulta

C=AB.
" Adunque: Quando un sistema di pits funzioni lineari di alirettante
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variabili é trasformato mediante una sostituzione lineare, il deter-
minante del sistema (rasformato é uguale al prodotto del determi-
nanle del dato sistema pel determinante della sostituzione.

Se la sostituzione ¢ unimodulare, il determinante del sistema
trasformato sara uguale a quello del sistema primitivo.

3. Supponiamo ora che mediante la sostituzione (1) sia trasfor-
mata una funzione qualunque w delle variabili «,, z,,.., z,, e
dinotiamo con Hu, I'Hessiano della funzione primitiva u, e con
Hu, I'Hessiano della slessa funzione dopo la trasformazione. Cid
posto essendo

du _ du (Lw_,_+ du &_I_ + d’u (&
dy,dy,” dy.dx, dy, * dydz,dy, """ dy.d=z, dy, ’

in virtu della sostituzione si avra invece
d’u d™u d’u d’u

&y, dy, = dy,dz, " dg,dz, T Wy day U

e quindi risulta evidentemente
d’u d’u d'u
dy, dz, dy, dz, * dy, dz,
Hu-y= e « +« « « o« o« |B:
du d'u d'u
dy, dz, dy, dz, * dy,dz,

e se si dinota con D il determinante del secondo membro si avra

Hu,—=DB. 3)
Inoltre essendo
4 _ du do, du dz, . du do,
dy, . dz, dy, dz, dy, dz, dy, ’
ossia
L L LY
dy, da:, xr dr, ar d.z,, ney o
si avra
d’u d’u du d’u
= by 4+ s by oo+ ———

‘dy,dx,  dz,dz, " ' dz,dx,
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In ¢onseguenza di quest’ultima formola si ha
D=Hu,B,
e se si moltiplica questa relazione per la (3) si otterra
Hu,—Hu, B* ;

da che risulta la seguente proprietd de’detcrminanti Hessiani:

Se una funzione di piv variabili sia (rasformata medianic una
sostituzione lineare, U Hessiano della trasformata sara uguale
all’ Hessiano della primitiva, moltiplicato pel quadrato del determi-
nante della sostituzione.

4. Tra i coefficienti di una sostituzione ortogonale si verifica-
no alcune relazioni di molto interesse, fra le quali notiamo le
seguenti: .

I. La sostituzione (1) &, come si & detto, ortogonale, se tr
le primitive e le nuove variabili sussista la relazione (2), la quale
adunque dev’essere identicamente verificata, quando in luogo di
L,y Ty, .« ,&, si pongano le stesse espressioni che si hanno nella
sostituzione. Quindi risulta che nello sviluppo del secondo mem-
bro il coefficiente del quadrato y} dev'essere uguale ad 1, e nullo
quello del prodotto y, y,; e da cid poi segue che per tutti i valori
di r ed s da 1 fino ad n si avra

b3+ bgy b5+ o0+ bpr=1,
b, . b:.t + b,y b-,: + et bu,r bu.lz‘o .

J®

Reciprocamente & chiaro che la sostituzione & ortogonale quante
volte siano verificate queste relazioni per tutt'i valori di r ed s da
1 ad n; e quindi é palese che il numero delle condizioni, cui deb-
bono soddisfare gli n* coefficienti della sostituzione (1), affinche
possa essere ortogonale, ascende ad .

nin—1) __ n(n41)

n + 5) 6)

Traducendo le formole precedenti sifha, che:
Nel determinantle di una sostituzione ortogonale la somma de’'qua-

drati di tulli gli elementi di_ qualunque verticale_¢ uguale all'unita;
28
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ed ¢ nulla la somma de prodom de'corrispondenti elementi di due
qualunque verticali.

O, pil brevemente (par. 1“, n.° 89):

Nel determinante di una sostituzione ortogonale il quadrato di
qualunque verticale é uguale all’'unita; ed é nullo il prodotto di due
qualunque verticali.

II. Risulta immediatamente da questo teorema che, se si
eleva a quadrato il determinante di una sostituzione ortogonale,
ogni elemento principale del quadrato sard uguale ad 1, e tutti
gli altri saranno nulli. Dunque:

Il quadrato del determinante di una sostituzione ortogonale é
uguale all'unita; e percio il valore di questo determinante ¢, in gene-
rale, +1, o — 1.

1. Se il complemento algebrico di un elemento qualunque b, ,
del determinante B s’indichi, com’¢ nostro costume con B,,, si
hanno le due relazioni per verticali (par. 1.*, n.° 46)

bu B,.+b” B, +.. +bm Bm=1! ’
by Big 404 Byy 4+ +0ge By =0 .

Paragonando la seconda di queste relazioni con la scconda del-
le (%) si vede che gli elementi b,,, b,,,.., b,, sono proporzio-
nali ai loro complementi algebrici B,,, B, ;.., B, ,, € quindi sup-
ponendo in gencrale

B,,=kb,,, 3
si avra
. Buzkb” . B“=kb‘,,.., B,”—_-_-kb'” .

Per questi valori la prima delle relazioni superiori divicne

(b3, + 0%+ . . +ba,) k=B

ma la quantitd]chiusa tra parentesi equivale ad 1; percio ri-
sulta k = B, e conseguentemente la (8) si muta in

B,,=Bb,, . (6)

Questa relazione dimostra, che:
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Il prodotto del determinante di una sostiluzione orlogonale per
qualunque de’suoi elementi equivale al complemento algebrwo dello
stesso elemento.

IV. Considerando ora nel determmante B le relazioni per
orizzontali
by, B,y +b,B,s+ ..+ b, B,,=B,

bpru+bran+' e+ by By =0,

in virtu dell'ultimo teorema potremo eliminarne i complemeuti
dlgebrici; e perd sopprimendone in seguito il fattore B, si otten-
gono le due relazioni

by +bpy + by, + ..+ b =1,
Opy by +bpg by + o o 4 brp by =0,

le quali dimostrano che la proprietd poc’anzi sviluppata per ver-
ticali (I) a riguardo del determinante B sussiste ancora per oriz-
zontali; e quindi il teorema allora enunciato dev'essere cosi com-
pletato:

Nel determinante di una sostituzione ortogongle il quadrato di
una linea qualungue é uguale allunita; ed ¢ nullo il prodotto di due
linee qualunque parallele.

Dopo cid & manifesto che, se il determinante di una sostituzio-
ne ortogonale si elevi a quadrato, sia che si operi per orizzontali,
sia che si operi per verticali, avverrd sempre che ogni elemento
principale dcl quadrato risulta uguale ad 1, e nulli tutti gli altri.

V. Se si dinotano con b, e B,, due determinanti minori omo-
loghi di grado m del primitivo B e del suo reciproco (par. 1%,
n° 84%) si ha

B,,—B™* X compl. alg. di b,

Ora, se ad ogni elemento B,, compreso nel minore B,, si sosti-
tuisca I’ espressione corrispondente Bb, , (11I), siccome quel mi-
nore & di grado m, & chiaro che si otterra

B,=B" b, ;
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¢ quindi la formola precedente porgera la seguente relazione

B b,,=compl. alg. di b, ;

la quale si traduce nel teorema:

1l prodotio del determinante di una sostituzione ortogonale per
qualunque suo minore equivale al complemento algebrico dello stesso
minore.

Se il minore che si considera & principale, allora si ha sempli-
cemente ' ' '

Bb,, = compl. di b, .

VI. Siano P,, P, P,, etc. i determinanti minori di B, i
quali si ottengono dal combinare ad m ad m le verticali (ovvero
orizzontali) di una sua matrice formata con m orizzontali qua-
lunque (ovvero verticali) ; e siano Q,, Q,, Q,, etc. i rispettivi
complementi algebrici. In siffatta guisa per I' ultima proprieta
avremo la serie di relazioni

BP,—=Q, , BP,=Q, , BP,=Q, , etc.;

e se queste si moltiplicano ordinatamente per P,, P, P,, elc.,

e quindi si faccia la somma de’prodotti, osservando che la somma

de’secondi membri equivale a B (par. 1%, n° 53), otterremo
P+P.+ P, +etc.=1;

vale a dire :

Nel determinante di una sostituzione ortogonale la somma dei
quadrali di tulli i minort appartenenti ad una matrice formala
con qualsivoglia numero di linee parallele ¢ sempre uguale al-
Vunita.

VII. Se nel determinante B di una sostituzione ortogonale
si dia il segno contrario a ciascuno elemento di una stessa linea,
muterd con siffatto cangiamento il segno del determinante, ma
la sostituzione, che ne risulta, non cessa di essere ortogonale,
perché rimangono inalterate le equazioni (4) che caratterizzano
siffatte sostituzioni. Cosl, mutando il segno ad una linea qualun-
que del determinante di una sostituzione ortogonale, o pilt gene-
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ralmente ad un numero impari di linee, si ha sempre una sosti-
tuzione ortogonale, ma il suo determinante sara di segno contra-
rio a quello del determinante della prima sostituzione; di modo
che, se questa prima sostituzione & di determinante +1, I'altra
sara di determinante —1:e reciprocamente.

VII1. Quando la data funzione & stata trasformata mediante
la sostituzione (1), se nella trasformata si sostituissero ad y,,
Yas+-» Y, 1 valori che si otterrebbero dalla risoluzione delle stesse
equazioni (1), si ritornerebbe evidentemente alla funzione primi-
tiva. Ora, siccome si ha in generale

By, =B, z,+ B, 7, +..+ B, 2, ,

supponendo che la sostituzione sia ortogonale, avremo in virti
della (6) ,

B,,=Bb,, , B,,=Bb,,,.., By,=Bb,,,
e quindi la formola precedente si ridurra ad

Yr=byp &y + by Ty + .. 4+ by, 2, . (7)

Cosl, nella ipotesi di una sostituzione ortogonale, per ritornare
dalla trasformata alla primitiva basta prendere la nuova sostitu-
zione in guisa che nella espressione di y, i coefficienti di =, ,
Z,,.., , siano ordinatamente uguali agli elementi della ™ ver-
ticale del determinante B ; di modo che le successive orizzontali
del determinante della nuova sostituzione saranno rispettivamen-
te identiche alle successive verticali del determinante della so-
stituzione primitiva.

Reciprocamente & chiaro, che la sostituzione (1) & necessaria-
mente ortogonale, se I’espressione che ne risulta per y, coincida
col secondo membro della (7); vale a dire, se i coefficienti di z,,
Z, ..., &, siano gli elementi della r™* verticale del determinan-
te B. Infatti,sostituendo nel detto secondo membro ad z,, z,,..,
z, i loro valori, pel coefficiente di y, si ha I'espressione

bie byt by byy 4o by by, s

ma siccome il risultamento deve ridursi ad y,, ne segue che
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questa espressione & uguale ad 1, se s=r, ed & nulla in ogni al-
tro caso; vale a dire si otlengono in siffatta guisa le equazioni (4),
le quali caratterizzano per lo appunto una sostituzione orto-
gonale.

5. Affinche la sostituzione (1) possa essere ortogonale i suoi n*
coefficienti dovranno, come gia si & detto. (n° prec. I), soddi-
d w condizioni; e da cio risulta che del numero to-

”("2—1) sono arbitrarii, e gli altri n—('%l)- si

potranno determinare in funzione de’ primi; od ancora potranno
n(n—1)
B 2
quantitd arbitrarie. Questa interessante ricerca, gid trattata da
Eulero per le sostituzioni fernarie e quaternarie (vale a dire re-
lative a tre e quattro variabili), e niente agevole, se si mira ad
esprimere i coefficienti della sostituzione per mezzo di funzioni
razionali delle date quantitd indeterminate, ha finalmente rice-
vuto dall’ illustre Cayley la bellissima e generale risoluzione,
che brevemente passeremo ad esporre.

Consideriamo il determinante ad elementi indeterminati, € di
grado a ,

sfare a

tale de'coefficienti,

tutti gli n* coefficienti essere determinati in funzione di

au an M aul
Ay, Qg + Gy
A= 2% 88 2 ;

aﬂ! aﬂl . aﬂﬂ

se supponiamo che questo determinante sia gobbo (par.1?,n°91),
e che gli elementi principali siano tutti uguali ad 1, il che im-
porta che debbano essere verificate le condizioni

a,,+a,,=—0 , a,=1, @®)

allora gli n® elementi di A si riducono evidentemente a sole
n(n—1)
2
quantita che ora andremo a determinare i coefficienti della sosti-
tuzione (1), a condizione che la medesima risulti ortogonale. Si

quantitd arbitrarie; ed & quindi in funzione di queste
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. tratta adunque di trovare i valori degli elementi del determinan-
te B per modo che soddisfino alle condizioni (4), esprimendoli in
funzione degli elementi del determinante A, che supponiamo sot-
tomessi alle condizioni (8).

Ponendo in generale

L=, i+ A ly+ ..+ g by, (9)
Yr=0,p L+ g+ Gy by (10)
(r=1,2,3,..,n)

per la risoluzione di questi due sistemi lineari, usando la con-
sueta notazione pe’complementi algebrici, abbiamo evidentemente

Al,=A, Y+ Ay Yo+ o+ Apr Un » (11)
A=A Y +ArsYa+. o+ Ara ¥ - (12)
Addizionando ora le equazioni (9) e (10) si ha per le (8) ,

— T+,

t,._2,

ed in virtu di questo valore di ¢, dalla (11) e (12) si otterra

. 24A,, 2A,,—B 2A
Y= B"a:+ B Ot +——B— ,+ +—B"—£x,,

2 2A,.,—B 2A
L= ‘;" yx+—¥‘5'—'y.+ +ﬁ§——-yr+ =g Uns

ma se pongasi per compendio

ZA,. L 2&%—8 b,, } 43)
le due ultime formole diverranno

Yp==b,, &, + by Lyt .. bpy Ty . (14)

Tp=bp, ¥+ b Ya+ . b Ys s (18)-

e quindi si riconosce (n° prec.VIIl) che la sostituzione (15) & ne-
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cessariamente una sostituzione ortogonale. I coefficicnti di questa
sostituzione essendo definiti dalle (13), si vede ch’essi restano de-
terminati per mezzo degli elementi del determinante A, i quali ri-

(n—1)

duconsi, come gia si & avvertito, ad I 5

Osserveremo attualmente che il determinante B della sostitu-
zione ortogonale definita dalle formole (10) ha per valore I' unita
positiva. Infatti abbiamo per queste formole

A

quantit arbitrarie.

A— 9 A, A, : Ain
A
2\* A:x An_,_f Al 3 an
B=(I) ‘ A .
A,, A, Au_?' Asn ’
A
Anx An- Ans . Am— ?

ma, chiamando D il determinante a dritta, si avra piit semplice-

mente 9
B=(—I) D. (16)

Intanto, se si moltiplicano per orizzontali i determinanti D ed A,
si trova che il prodotto della ™ orizzontale dell'uno per la s™*

- .. A A
orizzontale dell’altro si riduce a — <-a,, , ovvero a + -

) g O
e pel prodotto delle loro rme orizzontali si trova A— %-a,,.;

ma, essendo per ipotesi a,,—1, potremo ridurre questo prodotto
ad % a,, . Segue da cid che la r™ orizzontale del determinante,

ch’ & il prodotto de’due determinanti D ed A, & costituita da-
gli elementi

A A A . A

?arx ’ ‘2—arn L) Qryseey '2—arn ’
"
e quindi un tal prodotto sard equivalente a quello di (—%) pel

n
determinante A; di modo che ne deriva D=(%) . Per questa
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espressione di D la (16) si riduce a B=-+1; e cosi resta dimo-
strato che la sostituzione ortogonale definita dalle formole (13)
¢ di determinante 1.

Cangiando il segno ad una linea qualunque di questo deter-
minante, o ad un numero impari di linee, si otterrebbe una
sostituzione ortogonale di determinante — 1 (n° 4, VII).

Se si tratta, per esempio, di una sostituzione binaria, sup-
ponendo

1a
A= =1+a*,
—a 1
si trova
1—a* 2a
‘b,, b,, 1+a* 14-a*
b, bea o —2a¢ 1—a* ’
1+a* 1+4a*

vale a dire le espressioni degli elementi del determinante a sini-
stra, che rappresenta il determinante di una sostituzione binaria .
ortogonale, sono rispettivamente uguali a quelle de’corrisponden-
ti elementi del determinante a dritta. E cosi pure per una sosti-
tuzione ternaria, supponendo

1 a b
A=|—a 1 c¢|=1+a"+b+c",
—b—c 1
si avrebbe
. {—a’—b"+c*® 2a—bc 2b+a¢:
b, b, b., A A A
b S I ¢ S _ e .— 2
bbby, |= | —2 a-:bc 1—a -;—b c 2c—abA .
bubn 33 2—b+ac _ ‘:'j"f_b 1+a*—b"—c*
A . A

Queste sostituzioni sono di determinante +1; ma nel modo gia

dichiarato se ne potrebbero dedurre quelle di determinante —1.
29
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§. VIIL

ALCUNE PROPRIETA’ DELLE FUNZIONI OMOGENEE.

1. Intorno alle funzioni omogenee di piu variabili dobbiamo
rammentare due proprietd generalmente conoscjute, ¢ che sono
il fondamento di tulte le altre.

» 1. Le derivate parziali di un’ordine qualunque delle fun-
» zioni omogenec sono anch'esse omogenee funzioni; e, se m sia
» il grado della primitiva, sard m—1 il grado di ogni derivata
» prima; m—2 qucllo di ogni derivata seconda; e cosi di se-
» guito ». '

» II. 11 prodotto della funzione pel suo grado equivale alla
» somma de’prodoiti di ciascuna variabile per la prima derivata
» della funzione rispetto a questa variabile ».

Questa seconda proprietd ¢ quella che costituisce il famoso teo-
rema di Eulero sulle funzioni omogenee.

2. Dinotando » una funzione omogenea delle n variabili
L,y Xyy ..y Ty, la sua derivata rispetto ad x, sard, come gia si &

.detto, figurata da u, ; indi u, , esprimera laderivata di u, rispetto
ad x,; similmente u,,, esprimerebbe quella di u, , rispetto ad x,;
e cosl di seguito. Quindi risulta che le quantitd rappresentate
da’simboli u,,, u,,,, etc. sono sempre le stesse qualunque sia
I'ordine degl'indici.

Posto cid , se m & il grado della funzione u , pel teorema di
Eulero, avremo in primo luogo

MU=—u, T, +U T+ ..+ U, T, . 1)

Indi, se si applica di nuovo il teorema di Eulero a ciascuna
delle u,, u,,.., u,, che sono funzioni omogenee di grado m—1,,
si ottengono le identita

(m_l) Uy==U,; T+ Uy g Tyt oo Uy Ty

(m—1) by=tty, B, Uy Ty + Uy Ty, 2)

(Mm—1) U=y, T, Uy g Ty o 4 Uy Tp

le quali costituiscono un sistema di n equazioni lineari rispetto
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alle variabili z,, «,, .., z,. E chiaro intanto che il determinante
di questo sistema & I'Hessiano della funzione u, e da ora innanzi
lo dinoteremo col simbolo v, di modo che sara

U, u

1z 1z “m

v=— ull ul’ * ull .

uﬂl uﬁl * uﬂﬂ

3. 1l sistema delle n+1 equazioni lineari costituito dalla (1)
e dalle (2) porge subito una relazione osservabile tra la funzione
primitiva u,e le sue prime e seconde derivate; relazione che si ha
nella risultante di quelle equazioni; quindi, siccome il primo

membro di (1) si pud scrivere (m—1) , se si faccia per

m—1
compendio
mu

"_—1'=“o’

e si ponga
U, U, ¥, . Y,
ux un “u * uul
R=|u, ,, Uy Ug|,

uh um um M “ﬂn

sard R—0 la relazione alla quale abbiamo accennato. Intanto, se
dinotiamo con R, cid che diviene il determinante R,quando vi si
annulla il primo elemento, vale a dire, se pongasi .
0 u, u, .u,
“x “n “u * “xn
Ro=|u, t,; 44, - Uy, |,

. . . . .

“ﬂ uﬂl uﬂﬂ M uﬂﬂ
& chiaro che la relazione di cui si tratta prendera la forma

u, v+ R,=0.
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Se dinotiamo con U,, il complemento algebrico dell’ elemen-
to u,, a riguardo del determinante v, avremo (par. 1%, n° 96)

Ry=— E u;up Uy
ik

formola in cui ciascuno degl’indici ¢ e k prende tutti i valori
1,2,..,n; ed allora la precedente relazione, restituendo ad u, il .
suo valore, diverra
m
uY = uU; U .
m—1 2 i te Ui

ik

4. Essendo il determivante R simmetrico e nullo, il suo re-
ciproco, che chiameremo R', sard anch’esso simmetrico e nullo
(par. 1%, n’ 8% e 93). In conseguenza,se i complementi algebrici
degli elementi di R, che sono figurati da u,. ed u,,, si dinotano
rispettivamente con V, e V,,, osservando che Y,—v, avremo

vV, V., .V,
vlvl!
V.,V

v
R'= Ve - Vou|=0;

VaVa: Ve - Vag
e perd, mentre nel determinante R’ si ha in generale Vo=V,
si avra pure (id, n.° 103).

‘V:,-—‘r,.y,, ’ (3)

e quindi i successivi elementi di una linea qualunque saranno
proporzionali alle radici quadrate de’successivi elementi princi-
pali. '

Cio premesso osserviamo che le n+1 equazioni (1) e (2), po-
nendo per simmetria

—(m—1)=xz,,

divengono




221
U, T, 4+ %, T, +U, T+ ..+ u, T,=0,
U, Ty + Yy, Ty 4 Uy Ty + ooty Ta =0,
Uy T, 4 Uy, Ty Ugg Ty oo = Uy T, =0,

Uy Ty 4 Uy, Ty + Uy Ty 4 o o = Uy Ty =0,

e ne risulta che le quantita z,, z,, «,,.., x, sono proporzionali
ai complementi algebrici degli elementi di qualunque orizzontale
del determinante R (§. I, n°7); o, ch’2 lo stesso, sono proporzio-
nali agli elementi di qualunque linea del determinante R'. In
conseguenza le dette quantith saranno ancora proporzionali alle
radici quadrate de’principali elementi di questo determinante ; e
quindi si ha la proporzione

Xy X, X0 x,,=\/v: V-V_;: \/V,, :..:V-\T:,, ’
Va: Ve, 2V, 202 Voo,
= v :V, 1V, :..: V,

Risulta da questa proporzione che, se & nullo il complemento
di un elemento qualunque del determinante R, sara nullo nel
tempo istesso il complemento di ogni altro elemento; e siccome
tra essi & compreso il determinante v, ch’é 'Hessiano della fun-
zione primitiva %, cosl ne segue in particolare che, se & nullo
I'Hessiano di questa funzione, sard nullo il complemento di ogni
altro elemento del determinante R; e viceversa.

5. Dalla stessa proporzione si ricavano agevolmente le se-
guenti osservabili relazioni :

z,z,

wf
V'. == w’
[ 0

la seconda delle quali, considerata nella ipotesi- particolare di
r=s=n, ch'¢ il caso di frequenti applicazioni, si riduce a

v , V.= v,

0 “I . “u—x uu u’xl uu * uu\

U, Uy, Y .z Ugy Ugy Ugyy « Ugy
—_ r%s

U, U, . “n.n—x '—(m_1)' Uy Uy Uyy o Uy

Uy, un—x,z o Up s n—1 Up; Upg Ugy o Ugy

Y
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6. Siccome il determinante v & un determinante simmetrico, e
ciascuno de’ suoi elementi u,., & (n° 1) una funzione omogenea di
grado m—2, ne segue che il suo reciproco & anch’esso un deter-
minante simmetrico; ed ogni suo elemento U,., sard una funzione
omogenea di grado (n—1) (m—2).

Supponendo che il determinante v sia identicamente nullo, il
suo reciproco lo & del pari; ed in tal caso gli elementi di qualun-
que linea di questo reciproco saranno proporzionali agli elementi
di ogni altra linea; da che deriva immediatamente il seguente
teorema:

Se UHessiano di una funzione omogenea di pits variabili si an-
nulla identicamente; e se inoltre & nullo identicamente il complemento
di un elemento qualunque, allora il complemento di ogni aliro ele-
mento sara pure identicamente nullo; o in breve, tutti gli elementi
del reciproco saranno identicamente nulli.

7. Ma I'annullamento identico dell’'Hessiano di una funnone o-
mogenea conduce ad una proprietd piu riposta e di grande im-
portanza, la quale consiste in cid che allora le derivate prime
della funzione sono legate tra di loro da una relazione omogenea
lineare ; e noi crediamo di far cosa utile e grata ai lettori ripro-
ducendo una nuova dimostrazione che I'illustre Autore ne ha dato
nel 1859, (*) permettendoci qualche leggiera modifica che vale a
renderla alquanto pil concisa.

E dapprima si osservi che, essendo v=0, per valori uguah o
disugdali di r ed s, da 1 fino ad n, si ha sempre

Uyt + U gty g+ o+ Uy g %o =0 . %)

Supponiamo che per un qualche valore di s le n quantitad U,,,
Usas-+s U,, possano avere un fattor comune di grado p in rapporto
alle variabili (fattore che sarebbe 1, ove non esistesse); e che per

(*) Questa proposizione e quelle che formano il soggetto del seguente nu-
mero 8 sono tutte dovute ad Hesse, dal quale furono pubblicate fin dal 1851
(Crelle, T. XLIl, pag. 119). Tuttavia la dimostrazione di quella, di cui trattasi
attualmente, e dalla quale dipendono le altre, non era gran fatto soddisfacente;
ed & perd che ’Autore vi ritorna di nuovo nel 1859 (Crelle, T. LVI. pag. 263)
per dimostrarla di una maniera pit rigorosa.
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la soppressione di un tal fattore I’ equazione precedente sia ri-

dotta a ‘
€Uy ~+ Calhpg + o o €t =0, 8)

dove ¢,, ¢,,.., ¢, dinotano funzioni omogenee tutte di grado
(n—1) (m—2)—u , le quali non ammettono alcun altro fattor co-
mune ; e che sarebbero tutte costanti, ove il fosse una tra esse.

Inoltre, ammettendo che non sia nullo il complemento di alcu-
no elemento del determinante v, ch’é il caso cui si rapporta il
teorema precedente, le quantita c,, c,,.., ¢, saranno tutte neces-
sariamente diverse da zero. v

Posto cio, se le n equazioni, che risultano dalla (5) con dare
ad r i successivi valori 1, 2,.., n, si moltiplicano ordinatamente
pet z,, z,,.., Z,, & chiaro che la somma de’prodotti, in virtu del”
teorema di Eulero, si riduce a

Coth, +CU+ .o+ Cuthy=—0 . (6)

E se questa equazione identica si derivi rispetto ad x, , dinotata
con ¢y la derivata di ¢; rispetto ad x;, in virtu della (5) e della
relazione u.—u,,, risultera

Cyr Uy Cop thy + oo + Cpp U, =0 . (7

Sussistendo questa equazione per tutti i valoridirdai adn,
avremo identicamente

cxlcax *
cxacaa M cﬂn

clﬂcﬁh M c"ﬂ
e quindi, per tutti i valori di pe g da1 ad n, sara
CoxCps+ CGgaCpatoe+Cypcpa=0. (8)

Derivando ora I’ equazione identica (3) rispetto ad x, , se si
ponga per compendio

cx“r:p+c-ur:p+"+cu“rnp=_trp’ (9)

P E—— -
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(dove & da osservare che {,=t,. (n°2]), otterremo

CiplUpy+ Caplpy+ oo+ Cuplprn=lrp; (10)

e se in questa formola si diano a p i successivi valori 1, 2,.., n,
e quindi le equazioni che ne risultano si moltiplichino rispetti-
vamente per Cg,, Cgy 5.5 Cqn » & chiaro che, in virth della (8), si
annulla identicamente la somma de’ primi membri, e ne risulta

Cor les + Gy, t,,+..+Cq.t,,,=0 .

Osserviamo attualmente che questa equazione, al pari della (8),

. sussiste per tutti i valori di ¢ da 1 ad n. Segue da cid che le

- quantita ¢, , {,, ... lyy SONO proporzionali alle cppy Cpas vy Cpn s
e perd & lecito di supporre

ey =Kep, s lea=kCpysees ben=kiyy an -

dove il fattore k & necessariamente diverso da zero se tutte non
siano nulle le quantita ¢, , f,,,.., {,, . Ed ammesso per ora che
non abbia luogo che questo caso, se le (10) si moltiplichino ri-
spettivamente per &, , Z,,.., Z,, € quindi si faccia la somma dei
prodotti, tenendo presente che ¢, dinota una funzione omogenea
di grado (n—1) (m—2)—, in virtl del teorema di Eulero risul--

tera
((n—l)(m—2)— )k.th,, Zytty Tyt ool Ty - |

Sostituendo ora a ¢,,, {,,.., {,, i valori, che si hanno dalla (9),
si vedra ch’ & nullo il polinomio a dritta, il quale in virta dello
stesso teorema di Eulero si riduce al primo membro della %)
moltiplicato per —(m—2) ; e quindi sard anche nullo il pro-

dotto ((n-—l) (m—-2)—p) k. c,; ma per ipotesi ciascuno dei due
fattori k e ¢, & diverso da zero; dunque dev’ esser nullo il

primo de’ tre fattori; il che vuol dire, che le quantita c,, ¢,,..,c,
sono funzioni di grado zero ; e percid costanti.
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Se poi siano nulle tutte le quantitd ¢, {,,.., try, in virtu
della (10) dovra sussistere I'equazione

Crp UpstCaplhypy + oo+ Cup Uy y=0

per tutt’i valori di r da 1 ad n; e quindi, sussistendo la (5) pei
medesimi valori di r, ne deriva che le ¢,;, ¢,p,.., Cqp SONO pro-
porzionali alle ¢,, c,,.., ¢, ; e percid sara lecito di supporre

c,p‘=hc, , C,p:—hcz’-'r cnp=hcn7 (12)

ossia
de, de, de, __
d_a:,; _hc, ’ d"L'? = hc, seey -a;;—-hcﬂ, (13)

dinotando hk una funzione delle variabili, che resta a determina-
re. Integrando le ultime equazioni , se si faccia per compendio

jh(?mp E

cl=e’ C! » 0.=ez C. 9. o., C“=0’ C“ 9

avremo

dove le costanti della integrazione C,, C,,.., G, sono, in gene-
rale, funzioni indipendenti da z,. Queste relazioni proverebbe-
ro che le funzioni ¢,, c,,.., ¢, hannoo il fattor comune ¢*; ma
essendo invece prime tra loro, devessere =0 . E da cid deriva,
osservando alle (13), che sono nulle le derivate delle funzio-
Di ¢, , Cyy.ey Cq Tispetto alla variabile z,; maquindi sono nulle
le loro derivate rispetto a qualunque variabile, e percid que-
ste funzioni sono costanti. Esistendo adunque tra siffatte costan-
ti elew,, 4,,.., u, la relazione (6), si ottiene la proposizione
che trattavasi di dimostrare, cioé: -

Se U Hessiano di una funzione omogenea di pi variabili si an-
nulla identicamente , le derivate prime di questa funzione saranno
legate per mezzo di una determinata relazione lineare. '

8. Quando tra le derivate prime della funzione u esiste una
o 30
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qualunque relazione, 'Hessiano v di questa funzione deve identi-
camente annullarsi (§. VI, n° 4), poiché & desso il Jacobiano del
sistema delle dette prime derivate ; e perd, in particolare, dovra
verificarsi questo identico annullamento dell'Hessiano anche quan-
do le derivate siano legate da una relazione lineare della forma

€ty Coty+ oo 400, =<0,

dove ¢,, ¢,,.., ¢, sono quantitd costanti..Supponiamo intanto
che la funzione u sia trasformata mediante la sostituzione lineare

xl=cl y; '+'b.:ya"L' '+b1nyn ’
‘Tg:pnyl -+ bzayn+ . ’+banyn ’
Tp=Cp Yy + bpg Yo+ oo +bpuYn»
in cui i coefficiénti di una delle nuove variabili , come y, , sono

le costanti della data relazione. Ora subito si riconosce che la
trasformata & indipendente da y,. In fatti essendo

dy, ~ d=z, dy, = dx, dy, dz, dy, '
siccome si ha in generale -di;'i = u,, ed & inoltre, in virth della
r
sostituzione, z:" =¢, , cosi I'ultima formola si muta in
A O Uy oty
d”‘ — "1 %x 2 “g . 30t (2

ma il secondo membro & nullo per ipotesi, dunque lo sara anche
il primo; e ne segue, come si & detto, che la trasformata di u &
indipendente dalla variabile y,. Dopo cid, essendo stato dimo-
strato nel numero precedente che, se I' Hessiano di u si annulla
identicamente, le derivate prime sono legate da una determinata
relazione lineare, risulta evidente il seguente teorema :

Se una funzione omogenea di n variabili possa, medianie una
sostituzione lineare , essere trasformata in una funzione di n—1
variabili , il suo Hessiano sara identicamente nullo.
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Reciprocamente : Una funzione di n variabili, di cui U Hessiano
si annulla identicamente, puo , mediante una delerminata sostitu-
sione lineare,essere trasformata in una funzione di n—1 variabili,

9. Ecco altre relazioni che menano ad osservabili conseguenze.
Risolvendo le equazioni (2) rispetto ad z, abbiamo

03,:(771—1) (UIV“I+UI"“I+ o+ UM'“Q) ’ (14)

e se questa identitd si derivi una volta rispetto ad z, ed una
volta rispetto ad z,, tenendo presente che

Uity p+Uspthyp+ .. +Upp tty,=v,
Un‘“u +Uar".c -+ . °+Unr“nc=0 ’

si otterranno le due relazioni

p— dU,¢ .e dU,,
o, =) G et T )+ (n—) v, (1)
dau dU
) =m—1(—l'll . "'u). 16
"vf ( ) dx, d.’l:, n ( )
E derivando l'ultima di queste identitd rispetto ad x,, troveremo
_ ay,, a*U,,
Ot Zr=(m—1) \ Tz, dz, dz,dz, " )
| (17)
—(m_l) (er Upgg + o o + U-r Ungs ) ’
poiché si ha
du, AUy,
dxr °° dx, (er ”,+-U s¢c+"+Uur“»u) ’

come segue dalla identita
Upp thy g+ Uy thyg + .. 4+ Uy 4y (=0,

derivata rispetto ad x,. Osservando ora alla relazione (1) cadra
sott'occhio che , se si abbiau, =u, = .. —=u, =0, sari pure
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u=0; ma inoltre vedesi dalla (14) che si ba nel tempo stesso v=—=0;
e quindi le (15) e (16) dimostrano che ne risulta v, = v, =..
= v, =0. In conseguenza:

Data una funzione omogenea di pivs variabili, qualunque sistema
di valori di queste variabili capace di annullare tutte le derivate
prime della funzione, annullera ad un tempo la stessa funzione, ed
il suo Hessiano con (utte le derivate prime dell’ Hessiano. E conse-
guentemente annullera pure U Hessiano dell’ Hessiano,

10. Supponendo che u,, u,,.., u,, anzich® essere le prime
derivate di una stessa funzione u, siano funzioni omogenee qua-
lunque di gradi m,, m,,.., m,, e che v indichi il loro Jacobiano,
in tal caso pel teorema di Eulero si avra il sistema lineare

MUy ==Uy, T, Upy Ly o o Uy Ty
(r=1,2,..,n),
che, risoluto rispetto ad x, , da I' equazione identica
v, =m,\U,u,+mUu, + .. +mU,u,, (18)
la quale, se le funzioni sono dello stesso grado m, si riduce a

V="M (er“x+Uar“n +.. + Upstty) - (19)

Se questa ultima identita si derivi una volta rispetto ad x, ed una
volta rispetto ad «,, & chiaro che i risultamenti sono, in quanto
a forma, cid che divengono rispettivamente (18) e (16) mutan-
dovi m—1 in m; e quindi tenendo ancora presenti le equazio-
ni (18) e (19), ne dedurremo il seguente teorema:

Se pitu funzioni omogenee di allrettante variabili sono annullate
da un comune sistema di valori di queste variabili, un tal sistema
annullera pure il loro Jacobiano. E sedi piu le funziont sono di
uno stesso grado , quel sistema annullera benanche la derivata del
Jacobiano rispetto a qualunque delle variabili.
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§. IX.

ALCUNE TRASFORMAZIONI E PROPRIETA DELLE FORME ;
ED IN PARTICOLARE DELLE BINARIE E DELLE QUADRATICHE.

1. Le funzioni omogenee razionali ed intere di qualsivoglia
numero di variabili per brevita di linguaggio sogliono chiamarsi
~attualmente col nome di forme (*) ; le quali poi diconsi binarie,
ternarie, quaternarie, etc. secondoché contengono o due variabili,
o tre, o quattro, etc.; ed in quanto al grado una forma & lineare,
se del 1° grado; quadratica, se del 2°; cubica, se del 3°; biqua-~
dratica, se del 4°; quintica, se del 5°, etc. Cosi delle tre funzioni

az’ + bxy 4+ cx* ,
azx’® + bx*y+ cxy® + dy* ,
az® + by® + ¢z° + dxy + exz + dyz ,

la prima e la terza sono due forme quadratiche, 'una binaria,
I'altra ternaria; e la seconda & una forma cubica binaria.
2. In generale & chiaro che i termini di una forma completa di
grado m, relativa ad n variabili z,, Z,,.., Z,, fatta astrazione
da’ coefficienti, sono tutti i termini che risultano dallo sviluppo
del polinomio (z,+ z,+ --+ x,)™ ; laonde per aver la forma
basterebbe effettuare lo sviluppo, senza tener conto de’coefficienti
numerici polinomiali , dando invece ad ogni termine un coeffi-
ciente indeterminato. Ma tuttavolta si trova sovente opportuno
di ritenere anche i coefficienti numerici ; e questo sistema suole
specialmente adottarsi per le forme binarie di qualunque grado,
-e per le forme quadratiche. Laonde, dinotata con u una forma

- (") Nome introdotto da Gauss per indicare funzioni omogenee , non solo
razionali ed intere, ma che di pit avessero numeri interi per coefficienti. Tut-
tavolta il significato di questa parola & ora alquanto pil esteso, essendo con-
venuto di aversi riguardo all’ultima condizione solo nelle ricerche aritmetiche
relative alle forme. '
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binaria di grado m, relativa alle variabili x, y, si avrebbe

—1
u=a,z"+ma,z™ 'y+- m____{m 5 ) "y - ma,,_ 2y +a ™

e, se pongasi per compendio

m(m—1)(m—2). . (m—r4-1)
T<2>3> - >xr = ™

notazione da cui deriva (m),—1,potra seriversi pi concisamente

4=0,2" + (m), 8, 2"y + (M), a, 8" "y" +.. + any", (1)
od ancora . ‘
u=2 (m)ea, 2™ "y ;

con che s’ intende la somma di tutti i termini, che si ottengono
dal tipo (m),a,x™"y", dando ad r tutti i valori 0, 1, 2,.., m.

3. Se u dinoti una forma quadratica ad n variabili z,, Z,,.., Zp,
e sia a,, il coefficiente di x,x,, si avrd

u= E;arc Zy Ty »
rs o

a condizione che ciascuno degl'indici r ed s prenda tutti i valori
1, 2,.., n, ed inoltre che sia a,,==a,,: allora i termini che con-
tengono i quadrati delie variabili saranno quelli che risultano da
valori uguali degl'indici r ed s; mentre per ogni sistema di va-
lori disuguali di questi indici, si ottengono due termini @z, z,,
a,. x, x,, i quali si contraggono in un sol termiuve 2a,, x, &, .
Del resto & chiaro che possiamo anche scrivere

u=2 ayy Tp + 2 zan Ty Ty » 2)
r rs

ma in questa espressione, mentre la prima somima va estesa a
tutti i valori di r da1 ad n, nella seconda i sistemi di valori di »
ed s saranno le sole combinazioni binarie de’ numeri 1, 2,.., n.

= T T e T T e TN
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4. Una forma binaria di grado dispari pud, in generale, essere
trasformata in una somma di potenze dello stesso grado di deter-
minate funzioni lineari delle due variabili; vale a dire, supposto
m—2n—1, la forma (1) pud essere cangiata in

A (40, )" A (T 0 ) ™ - AL (T 2y y)™ ", (3)

dove A,, A,,.., A, ed «,, a,,.., a, 80N0 costanti pienamente de-
terminate. In fatti il numero di queste costanti ¢ precisamente
uguale al numero de’coefficienti della forma data, a,, a,, a,,..,
a,, .; e&quindi, paragonando le due forme, si comprende che
quelle possono, in generale, essere determinate per mezzo di
queste. La novella forma & conosciuta attualmente col nome di
forma canonica della forma binaria di grado dispari, nome intro-
dotto dall'illustre Sylvester, al quale & dovuta la idea e la teoria
di queste importanti trasformazioni.

Eguagliando i coefficienti delle stesse potenze di x nella forma
primitiva e nella forma canonica, si ottengono subito le seguenti
2n equazioni

e, =A, +A, +..+A, ,

a, =A “l +Aje, +..+Aga ’ )
a, =—A,aqa} +A,¢: “+. +A,.a. , S 4

. . . .

a..._,—A.a:"“'+A.a. T+ +A.a:"" ,
per mezzo delle quali si determinano facilmente i valori delle 2»
_incognite costanti. In fatto, se in questo sistema si considerano
n + 1 qualunque siano successive equazioni, per esempio quelle
che hanno per primi membn a,, f,“ » Gp gsees Gp o, Potremo
eliminarne le A,, A,,.., n° 6); e perd sopprimendo
dalla risultante il fattore (a, ag - - 2y) » Otterremo I'equazione

, 1 1.1
Qryy @, @3 - Qg
=0, (8)

» .
Or,q oy @3 « ap

am“?“:'“:

la quale sussiste per r=0,1, 3,.., n—1; e che, chiamando



232

P,,P,,P,,.., P, i complementi algebrici degli elementi della
prima verticale del determinante, si trasforma in

Poa.+Pap +.. .+ Py 0rin + Pt ,=0. (6)

Posto cid, se dinotiamo con f(z) cid che diviene lo stesso deter-
minante mutandovi gli elementi della prima verticale nelle suc-
cessive potenze 1, z, z*,.., 3", avremo ancora

[(2)=Py+P,z+P.z"+..+Py3";

ele a,, a,,.. a, saranno le n radici (pag.187, nota) delf‘equazio—
ne f(z)==0. Inoltre supponendo

9 (8) = (3—a,) (3—=,) (F—a) - - (3—2n)
=ky by Z Ky yZ+ . k2T 2",
sicCOme a, , &g .-» oy SONO ancora radici dell’ equazione
p(B)=ky+ ko 2+ Kk 3"+ ..+ k1z"—"+z"=0 , (1)

risulta che le funzioni f (3) e ¢ (z) non possono differire che per
un fattore indipendente da z, e percid si avranno le relazioni

Po=Pnkﬁ y P,=Pyky_, , P,=Puk, , .. P, =Pk, ,

per le quali la (6) si muta in
kna, ke s i+ kO 0 =0

Questa formola, dando ad r Pvalori successivi 1, 2,.., n, porge
il sistema di identitd

k,a, +k, . .a +..+ka,, +a, =0,

klal +kﬂ—laﬁ+’°+klaﬂ +aﬂ4‘l =0"
ky @y ,+ky 00+ . +kagy +a,, ,=0,

ed in fine, eliminando {ra queste n equazioni e la (7) le quan-
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tith le k., k,_,,.., k, si ottiene I’ equazione di grado n

1 z 2 z®
ao al al aﬂ

Opy G Gpyy o Ggpy

le cui radici sono i valori delle costanti «,, «,,.., ;. Determi-
nati questi valori, quelli delle altre costanti A,, A,,.., A, po-
tranno ottenersi dalle prime n equazioni del sistema (4).

Se l'ultima equazione avesse radici uguali la trasformazione
sarebbe impossibile, come subito si rileva dalla (5) ; poiché in tal
caso il suo primo membro & identicamente nullo. E da cid deriva
che la trasformazione in discorso esige per condizione essenziale
che siano disuguali le radici dell’' equazione in z.

E evidente che per la forma canonica, di cui ci siamo occupati,
potrebbe ancora adottarsi il tipo

(“t T4,y B (“nw"l—ﬁn !I)““'*‘ e (“ﬂw""puy -,

perche il numero delle costanti & sempre uguale a quello de’coef- -
ficienti della forma data.

5. Proponendosi la medesima trasformazione per una forma
binaria di grado pari, che ha un numero impari di coefficienti,
questo numero non pud essere uguale a quello dei coefficienti inde-
terminati, che si richiederebbero per la forma canonica, il quale
¢ sempre pari; e da cio facilmente si conchiude che, in generale,
le forme binarie di grado pari possono in modi infiniti essere ri-
dotte a forme canoniche.Del rimanente il sig. Cayley ha da ulti-
mo meglio fissato la nozione delle forme canoniche delle forme
binarie di grado pari (Crelle, 1857 tom. LIV, pag. 48), nozioni
che si vanno estendendo alle forme ternarie, quaternarie, etc; ma
qui non possiamo che arrestarci a questo cenno, trattandosi di
ricerche che si collegano a teoriche di altra natura.

6. E importante ad osservare che le funzioni non omogenee di
due o pil variabili, e specialmente le algebriche razionali ed in-

tere, possono sempre cangiarsi in omogenee, introducendo ne'di-
31
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versi termini le convenienti potenze di una nuova variabile ; il
che permette di applicar loro le proprietd delle funzioni omoge-
nee, salvo a ridurre i risultamenti con porre, a calcoli finiti, la
nuova variabile uguale ad 1. Cosl invece della funzione

a,z" +a,z" 7 .. 4 a, ,
o dell’ altra
f(x =a°xm+ (m)x axxm—l"', (m),a,a:"'"+ s ol Oy

si pud considerare la forma (1), la quale diviene identica ad f(z)

per y=1; di modo che, se quella forma si dinoti con ¢ (.1: »Y),
si ha ¢ (z, 1)=f(x).

7. Data una funzione omogenea di piu variabili , se si ugua-
gliano a zero tutte le sue derivate parziali del 1° ordine’, e dalle
equazioni cosi formate si eliminino le variabili, la funzione dei
coefficienti, che si ottiene in tale guisa, & cid che Sylvester ha
chiamato discriminante della funzione omogenea. 11 discriminante
adunque della forma binaria ¢ (z,y), poc’ anzi considerata, sara
il primo membro della risultante delle due equazioni

de(z,y) de(x,y) __
Ta =0 Ty =0 ®

Cid premesso, essendo pel teorema di Eulero

me(z, y)= d?((;.y) o d?fi;,y) v,

se in questa formola si ponga y=1, siccome in tal caso il fattore
variabile del 1° membro equivale ad f(x), ed il coefficiente di
nel 2°si riduce ad f'(x), chiamando () cid che diviene il coef-
ficiente di y per y=1, ne dedurremo

(@) =m[(@)—[ ().

Ora & chiaro che, tanto & eliminare le due variabili z ed y dalle
due equazioni (8), quanto & eliminare la sola  tra le due equa-
sioni f'()=y0, e y(x)=0 ; ma d’altra parte bisogna osservare che

tanto & eliminare la x tra queste due equazioni, quanto ¢ elimi-
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parla tra le due f(x)=0 ed ['(z)==0; e da cio risulta che il di-
scriminante della forma binaria ¢(x,y) non pud differire che per
un fattore numerico dal determinante dell’ equazione f(x)=—0
(pag. 179, n° 2), o dall’ ultimo termine dell’equazione ai quadrati
delle differenze delle sue radici (pag. 183).

8. Supponendo ora che u dinoti una forma quadratica ad n va-
riabili z, , =,,.., z,, se si prenda la sua derivata rispetto ad x,.,
si avrd in virtu della (2),

du
E-=“r=22 Ars Ty »
.

I'indice s dovendo prendere tutti i valori 1, 2,.., n; talché sard
1 .
F U O T+ Opa Tyt + G Ty (9)

Questa formola, facendovi =1, 2,.., n, porge il sistema lineare

1

FU O By 0 Tyt By Ty

1

FUT O, By Ay Tyt o+ Gy Ty (10)
1

T Un =0 Ty Gy Tyt o - Gy Ty

ed & chiaro che il suo determinante & il discriminante della for-
ma u; di modo che chiamando A questo discriminante si avra

all a!l M alﬁ i

A= atl all . all
aﬂl aﬂl M aﬁﬂ

Derivando ora I'equazione identica (9) rispetto ad x, risulta
1 v
'§'“rc=‘rc ’ (ll)

quindi, chiamando v 'Hessiano di u, si ha evidentemente v==2"A;
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e ne segue (§. VII, n° 3) che: se una forma quadratica sia trasfor-
mata mediante una sostituzione lineare, il discriminante della tras-
formata sara uguale al discriminante della primitiva moltiplicato
pel quadrato del determinante della sostituzione.

9. Siccome la forma u ¢ una funzione omogenea di 2° grado,
pel teorema di Eulero sara

2u=u, Z, + U T+ ..+ Up Ty (12)
e quindi, in virtu delle (10), la u si pud esprimere come segue
u_—.(a“ ml+all Z,—i— b +alﬂ)xl

+(anl xl+a“ $.+ c. +all) wﬁ (13)

(G Ty 4 Gy Ty - - + Gun) T
10. Ma la forma u pud ancora rappresentarsi con un determi-

nante di grado n+1. Sia A,, il complemento algebrico di a,,
a riguardo del determinante A, ed A’ il reciproco di A ; sard

Au An ¢ Ala

A'=-' An An ¢ Aan

Aps Au - Aps
Cio premesso & facile di vedere che si ha identicamente
0 2, =, .=z,
1 | % A A - A
Zy Agy Ay < A
Ty Aps Aps - Apa
In fatti sia «,, il complemento algebrico dell’elemento A,, a ri-

guardo del determinante A’; sarh (pag.71) «,=A"a,; €
quindi la formola precedente si traduce (pag. 76) in

1
“=Kh‘:§2“rc T, xc':z Gy, Ty T,
rs Te

- 11, Sc nel determinante, che figura nell'ultima espressione della
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forma u, si cambiano gli elementi A,, negli elementi primitivi a,,,
e le variabili z, , @, ,.., x, in altre variabiliy, , y, ,.., ¥, , 8i ha
un’altra forma quadratica

0 v, ¥ .Va
yl an: all . axn
V=ly, a,, a,, . G, =_‘2 Ars ¥ 9,

rs

. .

yﬂ all aﬂl * aﬂl

la quale dicesi forma aggiunta, e talvolta forma reciproca della
forma u.

Supposto che le nuove variabili y, , ¥, .., Yo Siano legate alle
variabili primitive =, , z,,.., z, per mezzo delle relazioni

1 _ 1 1
Y$i=73Y » Ybhmglhsrr Yp= 73 U,

in tal caso la forma aggiunta si pud immediatamente esprimere
per mezzo della primitiva. In fatti, se dalla prima verticale del
determinante superiore si tolgono tutte le altre, ordinatamente -
moltiplicate, a cominciare dalla seconda, per z,, =,,.., z,, te-
nendo presenti le (10) e la (12), si vedra che si annullano tutti
gli elementi di quella verticale, eccetto il primo, che si muta
in —u ; e quindi si ha evidentemente

V=—Au.

12. Immaginando che la forma quadratica u sia trasformata
per mezzo della sostituzione lineare

xr=br: y:"‘brn Yot o4 brp Yn>s (14)
sia

“=20nyryc » (Cry=06,y):
rs

Intanto la composizione de’ coefficienti ¢y Si pud mettere pit fa-
cilmente in evidenza operando la trasformazione sulla (13);e perd,
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cominciando dal trasformare il sistema delle funzioni lineari chiu-
se tra parentisi, supporremo '

U= (kll yx+"+kln yn) (bxl yx+"+blayn)
+(kll yx + "+kn. yn) (blx yx+"+banyl)

+ (Kns¥s oot haa¥n) Ons ¥t +bygva) 5
dove si ha in generale
kyg=0p, b0 g4y, byg+..+ay b, . (15)
Posto cid, cercando nello sviluppo di u il coefficiente di y,y, ,
coefficiente gia dinotato con 2¢,., , troviamo
k. ba: + kyy bu"' cotkyp by,
+ k., bzr + "u bay .o Koy bpy

2¢,,=

Ora, se nella (15) si muti ¢ in r, e, dando a p i valori succes-
sivil, 2,.., n, le quantitd k., k,.,.., k,, si moltiplichino
ordinatamente per b,,, b,,,.., b,,, addizionando i prodotti, e te-
nendo presente che a,,=—a,, , risulterd

k;rbx:+knrba:+"+knr blu
=k bor+hyy by - kg by s
e quindi pe’ coefficienti della trasformata si ha la formola
Crs=kyp by +Kep byy oo kyy by,

che conserva lo stesso valore quando vi si muta r in s, e nella
quale i valori di k,,, k,,,.., k., sono determinati dalla (15).

13. Se i coefficienti della sostituzione fossero assoggettati a
verificare la relazione

Crs=kip by +kypbyy+ . .+ Koy by, =0

per tutti i sistemi di valori disuguali di r ed s, risultanti dalle
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combinazioni binarie de’numeri 1, 2,.., n, in tal caso i rettan-
goli delle variabili, vale a dire i loro prodotti a due a due, spa-
rirebbero tutti dalla trasformata, la quale pilt non conterrebbe
che i loro quadrati ; ed allora ponendo

ap=Cpp==k, o b,y +Kyy Oyt o Ky byy 5

la trasformata si ridurrebbe a 2 a,yf., ossia ad
v r

&Y+ a ¥+ a Yi+ .. +ap¥n -

I coefficienti «,, a,,.., «, possono essere, a seconda de’casi,
quantitd positive o negative; ma per brevitd suol dirsi che la
forma primitiva & ridotta ad ana somma di quadrati.

Pud intanto osservarsi che la particolare trasformata, che qui
abbiamo considerato , ¢ propriamente la forma canonica della
forma quadratica , dovendo tenersi presente che le nuove varia-
bili y,, ¥,4..» Yo SONO, in virtu della sostituzione, funzioni omo-
genee lineari delle variabili primitive. '

E del resto evidente che una forma quadratica pud in modi
infiniti ridursi alla sua forma canonica, perché¢ il numero delle
condizioni cui debbono soddisfare gli n* coefficienti della sosti-
tuzione per la scomparsa de’ rettangoli delle variabili, i quali
n(n—1)

2 .

1%. E a notarsi in particolare che la detta trasformazione pud
essere operata mediante una delerminata sostituzione ortogona-
le ; perche in questo caso i coefficienti della sostituzione debbo-
no soddisfare non solo alle condizioni per la scomparsa de’ret-

sono , ¢ minore del numero de’coefficienti.

tangoli, che sono n(n2—-1) , ma anche a quelle che caratterizzano
n 1
la sostituzione ortogonale (§.VII, n° 4, I), e che sono (";' ) .
Laonde, siccome la somma di questi due numeri equivale ad n®,
ne segue che nella ipotesi attuale i coefficienti della sostituzione
sono completamente determinati; ma resta ora a definire le
espressioni di questi coefficienti e di quelli della trasformata.
A tal’ effetto supporremo che la forma 4 sia trasformata me-
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diante la sostituzione (14) riguardata come ortogonale; ed al-
lora tornando dalla nuova alla forma primitiva (§.VII, n° 4, VIII)
col mezzo della sostituzione

Yo=b,p 2, + by, 2, +..+b,, 2, ,
avremo identicamente

E,ar:zrxc= E,“r(bur‘”u""bnrxs‘f" . +burzu)' ’
rs r

da che risulta .
Ay =0, '?r:bsx+'sbrnbcn+' ctoapbep b

Se ora in questa relazione si diano ad s i valori successivi
1, 2,.., n, e le identitd, che si ottengono, si meltiplichino ordi-
natamente per b,,, b, ,.., b, si vedrd subito che la somma dei
prodotti si riduce (§. VII, n° 4, 1V) ad

a,.,b,,+a,,b.,+..+a,.,b,,.=a,b,., . (16)

Questa formola, facendovi r=—1, 2,.., n, porge un sistema di n
relazioni, da cui si possono eliminare le quantitad b,,, b,,,.., b,
(§.I,n°7); ed in tal guisa si ha I’ equazione

G,;,—o; A, e Oy

a Ago—a; - Ggyp

2 1 (Y —0, (17)
a,,,' gy o Qup—a,

che determina il valore di «,; ma quindi ¢ chiaro che, se pongasi

a,,—/z a,, « Gyy

Gg, A2 . Gyyp
f(z)—_—- N

Ay, Ay ¢ Qup—3%

le n radici dell’ equazione [(z)==0 saranno i valori de’ coefficienti
della trasformata, vale a dire delle quantita a,, «,,.., «,.
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Inoltre, siccome il primo membro della (17) & il determi-
nante del sistema lineare (16), dal quale sono state eliminate le
bygs bays-s bng, e segue che queste quantitd sono proporzionali
alle radici quadrate de’ complementi de’ principali elementi (pag.
79, e 120); e percid chiamando M,, il complemento dell ele-
mento principale a,,—,, si avra la proporzione

by:b,i..: by, =V M,: \/_L—l;,:..: VM.,
e quindi, essendo per la natura della sostituziome ortogonale
bir+ b+ 05+ 0, =1,

se si ponga M,, + M,,+ ..+ M,,=P,, i coefficienti della so-
stituzione saranno determinati dalla formola 6,,\/—15::\/_1?1: .

15. Le radici dell’equazione f{z)—0 sono tutte reali, e tra le
varie dimostrazioni sembra semplicissima la seguente dovuta a
Sylvester. Osserviamo dapprima che, per trasformare I’ equazio-
ne [(z) =0 in un’altra ¢ () =0, le cui radici siano i quadrati
di quelle della’prima, converra porre t=13", e la trasformata si
otterrd eliminando z tra le equazioni f(z)=—0, t=z"; ma questa
eliminazione pud subito farsi moltiplicando la funzione f(z) per
la funzione f(—z), perché il prodotto non pud contenere potenze
impari di z; e quindi bastera mutarvi z in ¢ per ottenere la
trasformata che si cerca. Cid posto essendo

al 1 +=z ax 2 e a!l
a, Ay +3 . Gay
[(—z)=| " ,

an I aa ] ad aaa +z
se si dinota con C il quadrato del determinante A, e si supponga
C" C“ M cxﬂ

cn cll M clﬂ

C= Iy

cﬁl cﬂl M c”

si riconosce agevolmente che il prodotto f(z) < f(—3) & cid, che
32
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diviene il determinante C, sottraendo z* da ciascuno de’ suoi ele-
menti principali; e quindi mutando 3" in ¢ si ha I'equazioffe

cl!—‘ Crs L. Cin
?(l)= Cqe x cnn—‘ Can =0’
Cn1 Cns . csa—‘

le cui radici sono i quadrati di quelle dell’equazione f(z)=0.
Intanto, chiamando S, la somma di tutti i principali minori di
grado r di C, l'equazione ¢ ()=0 si sviluppa (pag. 58) in

()8, ("8, ()8, ()" 8,03

ma siccome S, ¢ una quantitd essenzialmente positiva ( pag. 50,
n°® 69),risulta che questa equazione ha i segui alternati, e quindi
non pud avere radici negative.

Segue immediatamente da cid che I’ equazione f (z) = 0 non

pud avere una radice della forma z=q\/.-—_1 , poiché I'equazione
¢ (t)==0 dovrebbe averne una della forma t—=—¢"; il che & as-
surdo. Se poi I'equazione f(z)=—0 avesse una radice della forma

Z=p—+4q V:-T, ponendo z—=p-+2', la trasformata in z',

(an_p)-’z' a;. o Oy
ag, (a!i—p>—z, o Gy —0

) ==V,
Qg y Ane . (an Q_’p)"z'

ammetterebbe una radice z' della forma ¢y —1 , il che & im-
possibile, E quindi risulta, come voleva dimostrarsi, che I'equa-
zione f(z)=0 non pud avere che radici reali.

16. La riduzione della forma quadratica u alla forma canonica

a Yzt aYs+a Y+ .. +ap Y (18)

pud ancora essere effettuata a condizione, che le nuove variabili
Y:s Yase.» Y, siano funzioni omogenee e lineari delle variabili
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primitive z,, x,,.., x,, della seguentc forma particolare :

X0y T+, Xy Oy Ty, + Ay Ty =Y,
a:,+a;’ xt+"+az—an—x + Gy Ty =V, ,

Xyt 'Z-:m s T ay n — Y
+a n— 8 T y (19)

Tpz+ aﬁ:’"’% = Yn-1>
LTy = Yn

E la possibilith della trasformazione risulta immediatamente da
cid che il numero de’ coefficienti della forma primitiva & uguale
al numero delle costanti, che entrano nella (18) e nel sistema li-
neare (19), le quali sono in tutto —'—3(n2j)- .

Ora quello,che pil di tutto interessa nella presente trasforma—
zione, si & la determinazione delle n costanti o, , «,,..,,; ed a
cid si perviene di una maniera semplicissima. Egli & chiaro che
la forma primitiva pud riguardarsi come quella in cui si trasfor-
ma la (18), mediante la sostituzione lineare (19); ed allora,essen-
do A il discriminante della primitiva, se dinotiamo con B quello
délla (18), e con D il determinante della sostituzione, sara (n° 8)
A=BD"*; ma ¢ B—=¢, a,.. 2, , D=1, cosi risulta A=q«, a, .. ,.
Resta cosi determinato il prodotto delle costanti «,, z,,.., a,; Ma
lo stesso principio pud subito condurre al valore di ciascuna.

Si osservi che la (18) pe’ valori (19) & identicamente uguale
alla forma primitiva, della quale or giova tener presente I'espres-
sione (13); e la identitd tra le due espressioni non cessa di sus-
sistere annullando nell’una e nell’ altra le stesse variabili, qua-
lunque esse sieno; e perd, annullandovi le &y, , Tyigr-+s Ty SATA

(au X, 40y Tyt .+ al") Ty ) “,(a:,—i—a’,a:,—r- o +a{.a:,)"
-+ (an Tyt Qg Ty + .. + asr) Ty +uy (.'B,-i— b +a{.'a:,)’

. . . . . . . . . . . . . .

+(a"x Xyt Opy g+« -+a".) Ty +a,x:,

Intanto, siccome il primo membro di questa identita & la forma
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quadratica ad r variabili z,, z,,.., @,, cui si riduce la primi-
tiva con porvi uguali a zero tutte le altre variabili, se pongasi

au an . azr
A,—= Ay, Ggy - Qgy ,

a"l ara N a"f

avremo a, a, .. ap==A,., € sara di seguito «, a,..2p_,=—A,_,. Da

cio la formola «,=— , la quale, dando ad r i valori succes-

A,
A,
sivi 1, 2,.., n, porge i valori di tutte le costanti; e cosi risulta

u= AA: y:+-i—"-y:+ ‘:: v+ + %’_—!-y: . (20
dove  A,=1, come segue dalla identitd di poc’anzi; ed inoltre
A,=—a,,A=la,a,.] ,A=]a,4a,4,],¢etc.;
all aﬁn a!‘l au a”
a,, a,, a,,

17. Per cio che riguarda i coefficienti del sistema (19) ci limi~-
tiamo ad aggiungere che, se si dinota con v, cid, che diviene il
determinante A,, quando agli elementi dell’ultima verticale si
sostituiscono le metd delle derivate di u, prese ordinatamente
rispetto ad z,, ,,.., Z,, vale a dire, se pongasi

1
ay Gyg - aa,r—x —g'u:
1
”r= an Aoa - az,r—-x '72"“1 ,

. - . . .

1
Opy Qrg « Gpp, ?“‘r

si avra .in generale A, y,—v, (*); ma bisogna osservare che,
qaantunque v, apparisca come funzione di tutte le. variabili
T,y Xyyeey Ty o pure essa lo & delle sole z,, z,,,,.., z,. In fatli,

{*) Ci dispensiamo per brevita dal dimostrare questa relazione, che facil-
mente deriva dalle cose precedenti; ma pud al bisogno riscontrarsi una me-
moria di Jacobi nel tom. L1II di Crelle, pag. 265.
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sottraendo dall’ultima verticale tutte le altre moltiplicate, a co-
minciar dalla prima, per z,, 2,,.., Z,_,, in virtu delle (10) si avrd

au an ° a:,f——x anxr + al,f—l—: xr+x + ve + alu 3“

® Oyy Qg+ Gy Qo Tr+ 0oy Tyt -+ 05 Ty
= .

Gry Gy o Apypy QT+ 0p gy Tyyy + ot Gry Ty
In conseguenta I' espressione di v, & della forma
v, =hrr z,. + hr,r+x Lppy + hr.r+n Zyig “+. 4+ hrn )
dove Ay ,hy p\yse. Ry SONO i successivi determinanti delle matrice

Gyy an . anr al."+l" a:u
an aan ' anr al,r+l ¢ asu .
’

Gry Qry - GpyGry, s + Gpy
di talcheé si ha in generale
al‘l all * al.f-l al’
al! aﬂi . '8,7—X a“

h,— y (s=r,r+1,..,n),

Qpy Qg « Qpp_, Oy

ed h,=A, . Avremo adunque h,y,—v,, e dando ad r i valori
successivi 1, 2,.., n, otterremo il sistema lineare

hxx y,=h,,z,+h,,x,+--+h,, Ty »
kl! Y= h-n‘za“"’ '+hnn Ty o (21)

ko Y= hou o s

equivalente al (19), ma con coefficienti pienamente determinati.
La forma (1_8), essendo A,,.y,—v,, A,—1, pud cangiarsi in

ot N o v}
U= —’- + _'—-u ——-'—- se __ﬂ__ : 22
Tl w sl w il v Wil

ed i valori div,, v,,.., v, saranno i secondi membri delle (21).

e
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18. Intorno alla riduzione di una forma quadratica a forma ca-
nonica & necessario di osservare che la supposizione,che la forma
data sia una funzione di n variabili indipendenti, esige che il suo
Hessiano o discriminante (n® 8) sia diverso da zero; senza di che
questa forma sarebbe in realtd una funzione di meno di n varia-
bili (pag. 227); il che & contro I'ipotesi. E di fatti le trasforma-
zioni precedenti sarebbero impossibili ove fusse A=0.

19. Ma le innumerevoli forme canoniche di una stessa forma
quadratica sono dotate della proprietd rilevantissima, che forma
il soggetto del seguente teorema:

Data una forma quadratica a coefficienti reali, se mediante una
sostituzione lineare ed a coefficienti reali si trasforma in un’ altra,
che contenga solo i quadrati delle nuove variabili, sara costante nel-
la trasformata il numero de’ quadrati affetti da coefficienti positivi,
e quindi anche quello de’ quadrati affetti da coefficienti negativi.

Per dimostrare questa proprietd, denominata dal Sylvester
legge d’inerzia delle forme quadratiche, supponiamo che la for-
ma u sia ridotta alle due forme

aly:+“ny:+"+“ny; ’ }3;”:+ﬁ-°:+°'+ﬁn”:r

mediante due diverse sostituzioni lineari e reali; ed osserviamo
in primo luogo che, in virtu di queste sostituzioni tanto le y,,
Yuse+s Yn» quanto le v, v,,.., v, sono funzioni omogenee lineari
delle variabili primitive z,, x,,.., Z,; € si le une che le altre
sono tra di loro indipendenti. Laonde,se si considera un numero
di queste funzioni che sia minore di n, & sempre lecito di sup-
porre che tali funzioni siano annullate da un conveniente sistema
di valori delle variabili, senza che alcun’ altra funzione rimanga
da questo sistema annullata.

Cid premesso supponiamo, per fissar le idee, che nella prima
delle due trasformate vi siano i termini negativi; ed ammettiamo
che nella seconda ve ne sia un numero maggiore -+ k. Allora,
dovendo le due forme essere identicamente eguali, se mediante
un sistema conveniente di valori delle variabili z,, @,,.., Z,, im-
maginiamo che si facciano ad un tempo sparir dalla prima tutti i
termini negativi, e dalla seconda tutti i positivi, il che & sempre
possibile, perche il numero totale di questi termini ¢ minore di n,
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saremmo condofti ad un’eguaglianza tra una quantita positiva
ed una quantitd negativa, vale a dire ad un assurdo. Dunque la
identita delle due forme pud sussistere solo se abbiano uno stes-
so numero di termini positivi, ed uno stesso numero di termini
negativi, come si & proposto a dimostrare.

20. Risulla da questo teorema che, qualunque sia la sostituzio-
ne lineare e reale, che riduca la forma u alla forma (18) , la ri-
dotta avra tanti termini positivi e tanti negativi, quanti sono ri-
spettivamente i termini positivi e negativi della forma (20) o
della (22); e percid, quante sono rispettivamente le permanenze
e le variazioni di segni nella serie 1, A,, A,,.-, A,, 1 cui ter-
mini, eccetto I’ unita, sono i successivi principali minori deter-
minanti del discriminante della forma primitiva.

21. La determinazione del numero delle radici reali di un’equa-
zione algebrica di grado n, comprese tra due limiti qualunque, &
una delle pili belle applicazioni della legge d’inerzia delle forme
quadratiche; ed il metodo generale per siffatta ricerca si ¢ quello
di considerare una conveniente forma ad n variabili, che sia pure
una funzione simmetrica di tutte le radici; e quindi esaminare
qual sia ne’segni de’termini di una sua forma canonica l'influen-
za caratteristica delle radici reali e delle immaginarie.

Sia f(z)=0 un'equazione di grado n, e siano z,, z,,.., 3, le
sue radici. Se si tratta di determinare il numero totale delle ra-
dici reali bastera considerare la-forma quadratica

2(x,+z,-a:,+z2.’c,+--+z’,-‘" z,)",  (23)
i
I'indice ¢ dovendo prendere tutti i valori 1, 2,.., n; e che, se si

ponga per compendio '
L=, 4 2,0+ 5; Ty + oo+ 27 Ty (24)
si sviluppa nella forma '
L+ +1+ .-+ 1,
dove ad ogni radice reale corrisponde un quadrato positivo di una

funzione omogenea e lineare delle n variabili z,, z,,.., Z,. Non
pud dirsi altrettanto di una radice immaginaria; ma se si consi-
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derano due radici immaginarie conjugate come z, e z,, le espres-
sioni di Z, e Z, saranno della forma v-+y\/ —1 e v—y V—i,
dove v e y dinotano funzioni omogenee lineari e reali delle n
variabili, e sard quindi Z} + Z;—2v*—2y". Cosi ogni coppia
di radici immaginarie conjugate da luogo a due quadrati, uno
positivo Ualtro negativo, di funzioni omogenee lineari e reali delle
variabili z, , x, ,.., Z, ; e da cid risulta che I'equazione f(z)—0
avra tante coppie di radici immaginarie, quanti sono i quadrati
negativi in qualsivoglia forma canonica della forma (23); e perd
quante sono le variazioni di segni nella serie costituita dall’'unita
e dai successivi principali minori determinanti del discriminante
della forma istessa (n° prec.).

D altra parte, se dinotiamo con s; la somma delle potenze ime
delle radici dell’equazione data f(z) =0, si vedra subito dalla (23)
che i termini x} ed x; z, hanno rispettivamente per coefficienti
S4i_s © 28,4, 5 quindi Ja forma pud scriversi (pag. 236, n° 9)

( 80 x,+s,a:,+. ’+8n—l xu) 33‘
+ (8 T, +8,Ta+.. 8 Z,) T,
+ (Spr &y 85 &yt o 8an_ o Tp) Ty s
ed il suo discriminante sard percid il determinante
S, 83 . 8py
8, 8, .8,
Sp—xSn * Sams
Essendo adunque s, una quantit positiva ne segue che il numero
delle coppie delle radici immaginarie della data equazione f(z)=0

¢ uguale al numero delle variazioni di segni nella serie de’ prin-
cipali minori determinanti '

S s 1808 5 158 8alsees Sy S - Sm_y]-
s, 8,| S, 8, S, S, 8, .8,
8,898, e e e

B

Snz Sn ¢+ San—

com’ era gid noto per altra via (pag. 195).
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22. Per definire il numero delle radici reali comprese tra due
limiti assegnati possiamo considerare la forma piu generale

E(Z_Z‘)(“- + 5 By 4 2@y 4 27, ), (28)
la quale in virt della (24) si sviluppa in
(3—5,) Z;+ (3—=,) 23+ -+ + (3—3,) L},

e dove ad ogni radice reale z, corrisponde un termine reale
(z—=,) Z;, vale a dire un quadrato di una funzione omogenea e
lineare delle n variabili x,, ,,..,2,, il quale & positivo o nega-
tivo, secondoche si attribuisce a z un valore maggiore o minore
della radice z,. Considerando poi due radici immaginarie conju-
gate, come z, e z,, polremo supporre

Zj—z’=p+qv—l y Li=v+yyY—1,
, 3—z,=p—qV—1, Z,=v—yVy—1,
e sara di seguito
(2—2,) i+ (2—5,) L=

2 (v*—y") —dqoy= -12,— ((pv—qy)*— (p* +¢*) y* )=V"—Y",

dove v, y, V, Y dinotano funzioni omogenee lineari e reali
delle variabili; e percid, qualunque sia z, ad ogni coppia di ra-
dici immaginarie corrisponderanno due quadrati, uno positivo,
Valtro negativo. Adunque, se si supponga attribuito a z un valore
qualunque <, e si supponga inoltre che la data equazione abbia r
coppie diradici immaginarie, i radici reali minori di =, e k mag-
giori, ogni forma canonica della (25) dovra contenere:

1.° r quadrati positivi ed r quadrati negativi, provvenienti
dalle r coppie di radici immaginarie;

2.° { quadrati positivi, rascenti dalle radici reali minori di «;

3.° k quadrati negativi, nascenti dalle radici reali maggiori di «.

E pero la detta forma canonica conterra in tutto r—1i quadrati
positivi, ed r-4-k quadrati negativi.

Si osservi intanto che nello sviluppo dela forma (25) rispetto

ad z,,2,,..,2,, il quadrato x; ed il prodotto x;x, hanno rispetti-
33
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vamente per coefficienti s,; ,3—S8,; , € 2(S;, 50 3—S;ig—y)s C
ne segue, che il suo discriminante & il determinante
S, T —S, 8,3—S8, . S,_,%3 —S$,
S, T —S, 8,2—S, . Sy B —S8,.,
Sas 2 —Sp SpZ—S.; + Sam—n ZSun—
D'altra parte & manifesto che in questo determinante il principale

minore di grado r, costituito nelle prime r orizzontali, si trasfor-
ma nel determinante di grado r+1 ,

S 8, S8, 1
S, S, .S 3

“e

. . . . .

= )
Sr Spax ¢ Serx %

e da cio risulta (n° 20) che ogni forma canonica della (25) avra
tanti quadrati positivi e negativi quante sono rispettivamente le
permanenze e le variazioni di segni nella serie

1, s, 1] , (S8 |, .., |8, 8 .8,, 1
sz S, 8, % 8, 8 . 8 z

£ 2 73 . 1 Ys (] . (26)
8§, 8, 2 . . « e .

»
SnSnix c Sana %

Riassumendo, siamo condotti al teorema seguente :

Data Vequazione di grado n, f(z)==0, ed un valore reale « di z,
il numero delle radici reali minori di a, € quello delle radici mag-
giori di a, 'uno e l'allro aumentato del numero delle coppie di ra-
dici immaginarie, sono rispetlivamente ugualt al numero delle per-
manenze ed al numero delle variazioni di segni nella serie (26) (*).

Quindi se nella serie (26) si sostituiscano successivamente a
z due numeri disuguali « e g, la differenza tra i numeri delle
corrispondenti variazioni sard uguale al numero delle radici reali
dell’ equazione f(z)—0 , comprese tra « e §.

(*) V. una memoria del Brioschi pubblicata mel tom. XV. des nouvelles
annales de math. pag. 215. Sur les series qui donnent le nombre de ra-
cines réelles etc. '
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$ X.

ALCUNE APPLICAZIONI ALLA GEOMETRIA ANALITICA.

1. Equazione della relta che passa per duepunti (z,,y,), (Z,, y,)-
Supponendo che 'equazione della retta sia

ax+by+c=0,
dovranno essere soddisfatte le due condizioni

ar, +by,+c=0 , ax,+by,+c=0,

e quindi, eliminando da queste tre equazioni le costanti a, b, c,
I'equazione della retta che passa pe’due punti dati sard
z y1
z, ¥y, 1|1=0.
z, ¥, 1
Questa stessa equazione esprime adunque la: condizione perché
tre punti (x, y) (2,, ¥,), (%,, ¥,)» siano situali in linea retla.
2. Lunghezza della perpendicolare condotta da un punto (z, y),
alla congiungente di due punti (z,,y,) , (,, ¥,)- L'equazione della
congiungente de’due punti, che & quella del n® 1, chiamando

X, Y, Z i complementi algebrici degli elementi della prima oriz-
zontale del determinante, prende la forma

Xe+Yy+72=0;

ed allora, dinotata con p la perpendicolare condottale dal punto
(@, y) si avrd, com’e noto,

'p_ Xz +Yy+2

' VX*+Y"—2XY cos zy

senzy .

Ora essendo X—y,—y, , Y—=—(2,—=,), ¢ manifesto che il de-
nominatore del fratto equivale alla distanza de’due punti (z,, y,),
(x4 ¥y)» che indicheremo con d; e, siccome il numeratore equi-
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vale al determinante superiore, cosl risulta in valore assoluto

z y 1
sen 2y
P= w: yl 1 d ‘
2, 9, 1

3. Superficie del triangolo determinato da tre punti (x,vy),
(1 ¥,) s (Za) ¥a)-

Sia T la superficie del triangolo, d la lunghezza di un lato, e p
la perpendicolare condottagli dal vertice opposto ; sard 2 T—pd;
e quindi per la formola precedente sara, in valore assoluto,

z y1
2T=| =z, y, 1 |sehxy.
Z, ¥ 1
4. Superficie del triangolo determinato da tre retle ,
arx+by+c¢c =0, (a)
alx + bly + cl =0 ’ (al)
a,r +bny +c, =0. (a!)

Siano (2, ¥) , (*,, ¥.) » (@, y,) 1 vertici del triangolo rispetti-
vamente opposti ai lati (a) , (a,), (a,) ; e si osservi che, se nella
equazione del lato (a) s'intendano per x ed y le coordinate del
vertice opposto, la quantith az +- by + ¢ sard necessariamente di-
versa da zero ; e per la stessa ragione saranno ancora diverse da
zero le altre due quantitd a,z, + b2, +¢, , a,z,+ b, 2, +c,.
In conseguenza, se queste tre quantiti.si dinotano rispettiva-
mente con k, k, , k,, si avranno i tre sistemi di equazione

a,T -+ by+ =0}, alxl+blyl+cl-___k! ’ ala’l"i'bl .+01=0

ar+by+c=k\, ax +by,+e =0} ax +by,+c =0}
alw + bsy + cl=0§ alwl+blyl+cl=0 alwl+blyl+cl=kt

ed il determinante di 3° grado formato ce’primi membri sara u-
guale al determinante di 3° grado formato co’secondi; ma que-
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st'ultimo determinante equivale a k k, k,, ed il primo si trasfor-
ma nel prodotto de’due determinanti

abe z y 1
ax b! cl ? xl y; 1 ’
al bl cl xl yl 1

adunque , chiamande A il primo, e T la superficie del triangolo,
ayremo

2AT=kk, &, senxy.

Eliminando ora da ciascuno de’precedenti tre sistemi di equazio-
ni le coordinate de’vertici, si ottengono le tre relazioni

abc—k abec abec
a, b, c, =0,|a,b e,—k|=0,]a b, c =0,
a, bn Cs a, ba Cs 16y bs cl_kl

le quali, chiamando C, C,, C, i complementi algebrici degli ele-
menti dell'ultima verticale di a, porgono rispettivamente

tC=a ,A kC,=4a , kC,=a;

ed in virth di questi vatori si ha in fine, in valore assoluto,

2T = senxy .

A.
CCG.C,
5. Condizione perché tre rette s’ incontrino in un punto. Consi-
derando le stesse tre rette del pumero precedente & chiaro che la
condizione, di cui si tratta, ¢ la risultante delle loro equazioni
abe
a=la, b, ¢ |=0,
a", b, c,
dappeich? le dette equagioni debbono essere verificate da” medesi-

mi valori per x ed y. L'ultima espressione di T ripreduce la me-
desima conchiusione ; ma essa fa pur vedere che I'incontro effet-
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tivo delle rette esige che non sia nulla alcuna delle quantita

a b a b
al bl al bl

e di fatti, se una di queste quantita & nulla, due delle tre rette
sarebbero parallele. _
6. Equazione del piano che passa per tre punti P,, P,, P,.
Indicando, in generale, con x,, y,, 3, le coordinate del punto
P,., I'equazione di cui trattasi sara

al bl
C= ;

’ C.= ’

’ b S

a, b,

zy z1
z, Y, 5, 1
T, Y, 2, 1
x:ynle

=0,

essendo verificata dalle coordinate di ciascuno de’ tre puuti.

La stessa equazione esprimerebbe la: condizione perch.é siano
situati in un piano i quattro punti P, P,, P,, P,.

7. Condizione perché quattro piani 1, u,, 1,, 1, 8 incontrino
in un punto. '

Supponendo, in generale, che I’ equazione del piano n, sia

a.x+by—+cz+d, =0,
la condizione, che si cerca sara

abecd
aboc,d | __
a.blcldﬂ -
alblcldl

8. Volume del tetraedro determinato da quatiro punti.

1. Coordinate ortogonali. Sia T la superficie della faccia trian-
golare determinata da’ tre punti P,, P,, P,; p la perpendicolare
menatale dal vertice opposto P; e V il volume del tetraedro ; sara
3V=pT . Supposto intanto che il piano del triangolo T abbia
per equazione, :
ax+by+czi4+1=0,
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essendo dinotate con z, y, z le coordinate del punto P, sara
' _-aa:+by+cz1
“Varrte
ed i valori di @, b, ¢ saranno determinati dalle equazioni
az,+by,+cz,+1=0, ax ,+by,+cz,+1=0, ar,+by,+cz,+1=0,

le quali, chiamando Q il loro determinante, porgono

ylzll xl le wl yli
Q=—|y, 2, 1|, Qb=|2,2,1|, Qe=—|z,9,1];
Y, 2, 1 xz, 2,1 z, 9,1

ma,siccome questi fre determinanti esprimono, in valore assolu-
to, i doppii delle projezioni del triangolo T su’piani coordinati,
avremo per un noto teorema

Q‘(a’+b’+c‘)=4T‘; .
e sard di seguito,

QVa*+b+c*=2T.

Il risultamento della sostituzione de’valori di a, b, ¢ nel nume-
ratore della espressione di p pud aversi indipendentemente dalla
risoluzione delle equazioni (pag. 121); e si ha per tal modo

zyz1
z, y 2,1
Z, Y, 5, 1
$lylzll

Qax+by+ez+1)=

Dividendo questa espressione per la precedente si ottiene il valo-
re di p in funzione delle coordinate de’ quattro vertici; e pero,
essendo 3V=pT, risulta in fine

zys31
%, Y, % 1
ZaYs 5,1
xl yl zl 1

6V= 1

II. Coordinate obblique. Rapportiamo lo stesso tetraedro a
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tre nuovi assi OX, OY, OZ, comunque condotti per I'origine O
delle coordinate primitive x, y, z, e pongasi

A=ang. XY\ ao=c08xX\| «,=C0syX‘\ ao=—Cr0s2zX
p=—2ang.XZ } , p=cosa:Y! » B;==C08 yY; s By=C0s zY} .
v=ang. YL/ y=cosxZ / y,—cosyZ ) y,==coszZ

Avremo in siffatta guisa il sistema di relazioni

af 4 a,f, + ag 3, =0C08 } aa+ a2, +agag=1)
ay+a, 7, +a.'/.=COSy} y BB+B B+ Faf=1 ; ’ (2)
B7+ By, + BaTa=—COS v 1T+7,7 +7,7,=1

e le coordinate primitive &, y, z saranno espresse in funzione
delle nuove coordinate X, Y, Z per mezzo delle formole

a:=aX+ﬁY+7Z ’ y=¢:x+p:Y+'hz ’ z=’:x+plY+7-z ’
le quali cangiano I’ equazione (1) in

XYZ1||ap70

ov | X YT |ap,7,0
— x-lenl “lﬁ-"-o
X,Y,Z,11l0001

Chiamando M il secondo fattore, ed elevandolo a quadrato per
verticali, in virtd delle (2) risulta

a B q|* 1 cos) cosp
M=|e B 7.| = ]cesx 1 cosv
a Ba7s cosp cosv 1
== 1—C08")—C08°;x—C08"v—+2c08 X C0S ;€03 » ;

e sara quindi in valore assoluto

e
N

6V=

EEE
el
NNN
b b b b
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E chiaro che la quantita dinotata con M, in valore assoluto, e-

quivale all'unita quando gli assi sono ortogonali; dappoiche in tal
~aso, essendo cos =0, cospy=0, cos»=0, si ha

100
M'={010]|=1,
001

e sard in conseguenza M=4-1.

9. Volume del tetraedro determinato da quatlro piani.

Questa ricerca pud essere condotta con un metodo esattamente
identico a quello tenuto pel caso analogo del triangolo nel n° 4.
Siano P, P,, P,, P, i vertici rispettivamente opposti alle fac-
cem, 1, n,,n,, eritenute le precedenti notazioni per le coor-
dinate del punto P, e del piano n,, s’indichi con k, il valore della
quantita ez, + by, + .z, +d,, la quale & diversa da zero, per-
che il punto (x,, y,, z,) & per ipotesi fuori del piano 1, . Dopo
cid, siccome in ciascuno de’quattro vertici s’ incontrano tre facce
del tetraedro, avremo i seguenti quattro sistemi di relazioni

arx+by+cz+d=k,ax, +by, +c3z, +d=0, etc. etc.
ax+by+cz+d=0, azx +by,+ c,3z, +d, =k,,etc. etc.
a,x+by—+c,zs+d—=0, ax, + by, + ¢z, +d, =0, etc. etc.
a,x+by+cz+d, =0, ax, + by, +¢,3, +d, =0, etc. etc.

Ora, chiamando A il determinante di ciascuno de’quattro siste-
mi, e V il volume del tetraedro, abbiamo

abcd xyz1l
_|ab e d, 6V z, Y, 5 1
—-‘valbacldl ’ —ﬁ—= w!ylzll ’

a, b, c,d, Z, Y, 3, 1

e siccome il prodotto di questi due determinanti equivale al de-
terminante di 4° grado formato co’primi membri de’quattro si-

stemi , cosl, osservando che il determinante formato co’ loro
. 3t
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secondi membri equivale al prodotto k k k.k, , ne conchiuderemo

EVMA —kkkk, .
Inoltre, eliminando da’ quattro sistemi di equazioni le coordinate
de'vertici del tetracdro, per la solita notazione de’complementi
algebrici del determinante A, avremo

Dk=a , D,k,=a , D k=4 , D,k,=4a;

"¢ quindi, in virti dell'ultima relazione, risulta in fine
Al
— M.
DD,D,D,
10. Superficie del triangolo in funzione delle lunghezze de'lati.
Chiamando T la superficie del triangolo P P, P, possiamo sup-
porre in valore assoluto

6V—=

1z y
2T= lxlyi .
1,9,

e quindi potremo scrivere in due diverse forme (pag. 2%, n.° 43)

100 0 010 0
|0tz y _ {10z y
=012,y * T 10gu|"

01z y, . 10x,y,

Moltiplicando tra loro questi due determinanti avremo

0 1 1 1

1 zz+yy zz,+yy, z2,+yy,
1 xz,+yy, 2.2+ Y9 T,2,+ Y,
1 zz+yy, 2249y, T2, Y4,

AT =—

’

ed attualmente, se si cambiano i segni alle ultime tre orizzontali
e quindi alla prima verticale, ed inoltre se si moltiplicano le ul-
time tre orizzontali per 2, e quindi la prima verticale si divida
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per 2, con cid avremo solo moltiplicato per 4 il determinante;
- ed in conseguenza sara

0 1 1 1

1 2xz+yy) —2zz,+yy:) —222,+ YY)

1 _2(xwl+yyl) _2(xlm!+ylyl) —2(x.x.+?ln!l.)

1 —2(xz,+yy,) —2(0,Z,+Y.Y0) —2(2.7:+YaYa)

¥1r=—

Ora questo determinante non cambia di valore, sc alle tre ultime
orizzontali si aggiunga la prima successivamente moltiplicata
pe’ binomii z° +y*, x4+ 1y} , 23+ ¥, e similmente alle tre ul-
time verticali si aggiunga la prima moltiplicata pe’medesimi bi-
nomii. Per siffatta trasformazione si annullano tutti gli elementi
principali del determinante, e si avra

T =
0 1 1 1
— 1 0 ($ —wl)'—‘- (y _yl). (x —wﬁ).-'_(y _yn)‘ ’
1 (—2,)*+(y—v.)" 0 (#—2.)"+¥Y:—¥,)"
1 (‘”—wn .+(!I—!I.)‘ (w,—-a:,)'+(y,—y,)2 0
Ponendo adunque PP, —a, PP, =0b, P,P, =, risulta in finc
01 1.1
I 10 a*d |
4T*'y¢ow’
10°c*0

di accordo con quanto gia fu annunciato a pag. 34 intorno ad un
determinante di questa forma.

11. Volume del tetraedro in funzione delle costole.

Si perviene alla espressione di questo volume con un metodo
analogo a quello del n° precedente. Dinotato con V il volume del
tetraedro P P,P,P,, si pud supporre in valore assoluto

1z y z
129, 3
1wlylzl
1y,

6V=

’
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quindi scrivere questa espressione di 6V nelle due diverse forme

10000 01000
01z y 3z 10z y 2
6V={01 =z, 9y, 3|, 6VY=— |10z, vy, 3 |;
01az,y,s 10,9,z
01 2y, z 10z 9, 3,
e poscia moltiplicar tra loro i due determinanti; da che risulta
6°V'= _
0 1 1 - 1 1

l,zx+yy+zz, x2,+yy, +23, T2, +yYY, +33,, £Z,+yYy,+33,
—_ l, xxx+yy,+zz,. x,z,+y,y,+z,z‘, a:,a:,+y_y,+z,z,, x,r, +y,y,+z,z,
1, 20 Yy o+ 22,, T8, Y, Ys 5250 LuTaHYoYatBBas Toy +YoYy+ 5,3,
1, 22, +yy,+23,, Z,2,+Y,Y,+ 2,55 oLy +Y Y5255 T, Y, s+ 5,5,

Ora, come nel caso precedente, cambieremo i segni alle ultime
quattro orizzontali, e poscia alla prima verticale ; ed inoltre mol-
tiplicheremo le ultime quattro orizzontali per 2, e divideremo la
prima verticale per 2; e con cid non faremo che moltiplicare il
determinante per — 2°, In seguito alle ultime quattro orizzontali
aggiungeremo la prima successivamente moltiplicata pe'trinomii
' +y"+3° , T3+yi+3), iy, Ti+HYi+2; 5 e simil-
mente alle ultime quattro verticali aggiungeremo la prima succes-
sivamente moltiplicata pe’'medesimi trinomii,con che non si alte-
ra il valore del determinante. Ma frattanto si saranno annullati
tutti gli elementi principali ; ed essendo rimasti immutati gli
elementi della prima orizzontale e della prima verticale, gli altri
saranno divenuti uguali ai quadrati delle costole del tetraedro; e
perd, dinotate le loro lunghezze con a, b, ¢, d, e, f, si avra in fine

01111
0 a b
a*
bﬁ
[

* e

Q

-

2°6'V'=

° &

- b b b
ﬁ;@

ct
e*l.
fl

0

L]
~
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12. Equazione generals delle linee di 2.° ordine sotlo forma di
determinante.

Considerando I'equazione generale di 2° grado nellaforma omo-
genea

p==ax" + 2bxy + cy* + 2dxz + 2eyz + hz*=0,
se dinotial’no con A il discriminante della funzione omogenea ¢,
avremo (pag. 235, n° 8)
abd
A=|b c e];
deh

e quindi, indicando come al solito i complementi algebrici degli
elementi del determinante A, vale a dire con le stesse lettere ma
in carattere majuscolo, si avra (pag. 236, n°® 10)

0 zy 3

1 |x ABD
*=—"7% |y BCE
z DEH

Dopo cid & chiaro che I'equazione della conica ¢ = 0 non & diver-
sa dall'equazione
0z y =
zA BD —0
yB CE '
zDEH

Ed inoltre, se si dinotano con ¢,, ¢,, ¢, le derivale parziali die
rispetto ad x, y, z, sarh evidente che a questa equazione pud
anche darsi la seguente forma (pag. 236, n° 11)

0 Px P2 s
. a b d

s b c e
y,dch

=0.
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13. Condizione pel contallo tra la conica ,_.0 ] la rella rap-
presentata dall’ equazione

IX4+mY+nZ=0.

Si sa che la tangente della conica nel punto (z, y, z) ha per
equazione

?,X+9,Y+§,z=0 ;

quindi, se la retta debba toccar la conica nello stesso punto,
le equazioni delle due linee saranno identificabili, e si avra
9. =1, 9o =m, ¢, =n. Sostituendo questi valori nell’ ultima
equazione della conica, la condizione pel contatto sara espressa da

0 Ilmn
l abd
mbec e
ndeh

14. Equazione della polare reciproca della conica ¢(x,y, z)=0
in rapporto alla conica diretirice de’poli F(x, y, z)=0.

E noto che in riguardo alla conica F==0, la polare di un pun-
to qualunque (z, y, z) esistente nel suo piano, ha per equazione

F,X+F,Y+F,Z=0.

=0.

Ora supponendo che il punto appartenga alla polare reciproca
della conica ¢=0, la polare di questo punto sard tangente della
conica istessa; ed in conseguenza dovra sussistere la relazione

0 F, F, F,
F,a b d —0,
F,b ¢ e
F,d e h

la quale adunque sara I'equazione della polare reciproca di y—!
15. Formole per la curvatura delle linee piane.

Considerando I'equazione di una linea piana F (z, y) =20, se
dinotiamo con F, ed F, le derivate parziali di F rispetto ad = ed y,
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con F,, ed F,, quelle di F,, e con F,,—=F,, ed F,, quelle di F,,
riguardata la y come funzione di x, le sue derivate del 1° e 2°
ordine, che indicheremo con y’ ed y”, saranno determinate dalle
equazioni

F1+Fﬂy'=o ’ Fll+2Flly'+Fl!y,.+F!y”=0 .

Eliminando y' tra queste due equazioni si ottiene
F:y”=_(F:Flﬂ_2Fl Fn Fn -+ F: Fu) 5
ma, chiamando a il secondo membro, si ha evidentemente

0 F, F,
A=—(F:FI'—2FIFSF,.+F:Fll)= Fl Fll Flﬁ ’
F. F,F,

e quindi i valori di y' ed y” saranno determinati dalle formole

F A
'————-‘- _—
V="E ' VTR

Cid premesso siano «, g8, e p le coordinate del centro ed il rag-
gio del cerchio osculatore della curva nel punto (x, y); & noto
che questi elementi sono determinati dalle formole

’1+!l l+n l-i—"-:—'
x—¢=yTy , y— _—_-.._y_g_ , P=(_yﬁ_!_’_) ’

ma i precedenti valori di y' ed y” le cangiano nelle altre pit sim-
metriche

B+FR o, pR+E

z—-g=—F
* T a A

_ (P +F)T
p=— 0

Ora queste fermole possono rendersi pii semplici mediante la
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considerazione delle funzioni omogenee (*). A tal'effetto rendere-
mo omogenea I'equazione F(x, y)=0 con la introduzione di una
terza variabile z (pag.233, n® 6); e suppostg che si abbia I'equa-
zione u(x, y, 3) =0, sard u una funzione che diviene identica
ad F per z —=1. Intanto ritenuto per le derivate parziali di u lo
stesso sistema di notazione adottato per la funzione F, se m & il
grado di u, sard identicamente (pag. 221, n.° B)

0 u, u,

2 Uy Uy, Uy,

ul “’u "n =(m_1)! un un “n ’
Uy Uy, Ugy Uyy Uyy Uy,

dove il determinante del 2° membro & I'Hessiano di u, che al so-
lito dinoteremo con v. Ponendo z=—1, il primo membro di questa
relazione diviene identico a A; e quindi si avra

a (=1
v

bene inteso che dopo le derivazioni debba porsi z=1; e le for-
mole di poc’anzi si muteranno percid nelle altre

(';:z—_::ii).-=;1:l(u:+u:)- , ﬁ:—%(u:—i-u:),

ol

P (uztu))
m—1r v

Se si osserva che le funzioni A e v sono rispettivamente di gradi
3m—A& e 3m—6, si vedra che le ultime formole sono piu semplici
delle precedenti.

(*) Le osservabili trasformazioni, che qul vengono sviluppate, sono dovute
all’ illustre Hesse. V. due memorie di questo Geometra nel Giornale di Crelle,
Puna nel t. XXVIII, pag. 103, altra nel t. XXXVIII, pag. 242.
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16. Formole per la curvatura delle superficie.

Supposto che una superficie sia rappresentata dall’equazione
F(x,y,z)=0, porremo per compendio, come si usa ordina-
riamente,

.

dz dz d'z dz d’z

@ T s Ty

ed allora chiamando p, e p, i raggi principali di curvatura nel
punto (z, y, z) si avra, com’& noto,

* 2\8
P,P.=(.li'p_-|-qT)_. 3
r{i—s

ma esprimeremo questo valore di p,p, per mezzo delle derivate
parziali di F, sostituendo a p, q, r, s, t i loro valori determi-
nati dalle cinque equazioni derivate del 1° e del 2° ordine ,
F, + F,p=0 , F,+ Fq=0,
F"-I-2 F,,P+F,,P‘+F,i=0 ’
F,.+F.,p+F,,q+F,,pq+F,s=0 ’
F+2F, q+F,¢"+F,=0.

Ricavando dalle due prime equazioni i valori di p e ¢, e sosti-
tuendoli nelle rimanenti si ottengono le tre formole

Fir—=— (F,,F;—2F,,F.F,+F,F}),
F : §=— (F“ :—FnFgFa_FxlFuFa+FnstFa) ’
Fit=— (Foq F:—2FnFaF: +F,, F:) ’

ma ponendo

si vedrd che i secondi membri di quelle tre formole equivalgono
35
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rispettivamente a'complementi algebrici di tre elementi del de-
terminante A, ciot di F,,, F,,, F,,. In conseguenza, se a riguar-
do di questo determinante conveniamo d’indicare con ¢,, il com-
plemento algebrico dell’ elemento F,,, si avra

F:r=?n ’ F:3=?u ’ th:?" ’
e sard di seguito

Px Pa =F: (——-—-——-——F' + F' + F') .

Prz %t—'?:a

Si osservi attualmente che il denominatore di questa formola &
un determinante minore principale di 2° grado del reciproco
di A, ed & percid uguale al complemento del suo omologo nel
primitivo, moltiplicato per lo stesso primitivo (pag. 67, n° 85);
vale a dire si ha

-

0 F, :
A=—FA;

Prx Pia

”
Pxx Pas ™ Pra—

P12 Pea F, F,,
e quindi il prodotto de’ raggi di curvatura risulta espresso da
(F3+F;+F3)*

a

Ma, come nel caso precedentc, anche questa espressione pud
trasformarsi in altra piu semplice mediante la considerazione
delle funzioni omogenee. Sia

u(x,y,z,()=0

Px P2 —=—

I'equazione, in cui si cangia l'equazione F(z, y, 3)==0, resa
omogenea con la introduziene di un’altra variabile ¢, che riguar-
deremo come quarta nella serie delle variabili z, y, 2, ¢, ad og-
getto di applicare il solito sistema di notazione alle derivate
parziali della funzione u. Allora, supposto che questa funzione
sia di grado m, avremo identicamente (pag. 221, n° b)

0 uw, u, u, l Uy Upg Uy Uy,
Uy Ugy Upp Uy ! t? Ugy Ugy Uy Uy |
ua uﬁl u’n ula —("l—i)' u’u ul. u’t ull ’
u! u!l u!l ull u‘l u‘! ul! ul.‘

dove il fattore determinante del 2° membro ¢ 'Hessiano di w. Po-

|

i
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nendo in questa relazione =1, il primo membro diviene iden-
tico a A; e quindi si avra

e v 3
T (m—1)*?

a patto che nell’Hessiano v si ponga ugualmente t—1; ed in
conseguenza I'espressione del prodotto de’raggi principali di cur-
vatura verra tradotta in

G

P:Pa:—(m—l p

Se si osserva che le due funzioni A e v sono rispettivamente di
gradi 4m—6 e 4(m—2), si riconoscera che la nuova formola &
pil semplice della prima.

17. 1 punti di una linea piana ne’quali il raggio di curvatura
¢ infinito sono, in generale, punti d’ inflessione. Cosl a riguardo
della linea F=0, ovvero u=0, sono punti d’inflessipne quelli pei
. quali le coordinate hanno tali valori da render nullo il denomi-
natore della formola che esprime il valore di p, e per conseguenza
0 A, 0 v. Ne risulta che i punti d’inflessione della linea, che si
considera, sono quelli ne’quali essa ¢ incontrata dalla linea rap-
presentata dall’'una o dall’altra equazione

0 F, F, Upy Uyg Uy
A=|F, F,, F,|=0 , v=u, u, 4, |=0.
F! FIB Flﬂ ull uli ul’

Siccome la funzione F & di grado m e A & di grado 3m—%, par-
rebbe che la linea F—=0 potesse avere un numero di punti d’in-
flessione espresso da m(3m—4%) ; ma nel fatto questo numero &
minore, dappoiché paragonando invece le funzioni u e v, che
sono rispettivamente di gradi m e 3(m—2), risulta che il nu-
mero dei punti d’ inflessione della linea u=0, la quale non &
diversa da F=0, non ¢ maggiore di 3m(m—2); e si ha cosl il
bel teorema dovuto a Pliicker, che:

Una linea di grado m ha in generale 3m(m—2) punti d’ infles-
sione.
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Merita di essere distinto il caso in cui la funzione v fosse iden-
ticamente nulla. Allora sarebbe nulla la curvatura in ogni punto
della linea; e siccome questa proprietd non appartiene che alla
retta, dovrebbe conchiudersi che la linea, di cui trattasi, & in so-
stanza un sistema di rette. Ma, cosi & in fatti; dappoiché la fun-
zione v & I'Hessiano di u, e I'annullamento identico di v annun-
zia che la funzione omogenea u di tre variabili pud, mediante
una trasformazione lineare, ridursi ad una funzione omogenea di
due variabili ( pag. 225, n° 8 ); ed allora I' equazione u=0, an-
ziché una linea curva, esprime in realtd un sistema di rette, che
passano per uno stesso punto; e si ha cosl il teorema dovuto ad
Hesse, che:

Se & nullo I'Hessiano di una funzione omogenea u di grado m a
tre variabili, U'equazione u=—0 esprimera un fascio di m rette.

Analoghe conchiusioni si hanno per le superficie dal conside-
rare la seconda delle espressioni date nel numero precedente pel
prodotto de’due raggi principali di curvatura, e si ottengono in
tal guisa i due seguenti teoremi:

Se u dinota una funzione omogenea di grado m a quattro va-
riabili, e sia v I"Hessiano di u, la linea d’inflessione della superficie
u==0 risultera dalla sua intersezione con la superﬁcie v=0, ch’é di
grado 4m(m—2).

E quando UHessiano v é identicamente nullo, U'equazione u=0
esprimera una superficie conica.
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