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PREFAZIONE

Le applicazioni de’determinanli a solenni questioni di analisi,

di geometria, e di meccanica, che da ogni parte e da più anni si

andavano pubblicando da’dotti negli Atti delle Accademie, e nei

giornali scientifici , facevano desiderare che la parte elementare

della teorica di queste interessanti funzioni passasse nel campo

della ordinaria istituzione, al’fin di porre la gioventù studiosa in

istato di conoscere e seguire i progressi della Scienza.

Né questa volta trattavasi di teoriche di lusso, 0 destinate sol

tanto ad astratte ricerche; ma si pure di teoriche le quali, men

tre hanno esteso il dominio della scienza, permettono di sormon

tare delle dillìcoltà di calcolo, e conseguire de‘risultamenti, che

spesso non è lecito di raggiugnere per le vie comuni dell’Algebm.

La teorica de’ determinanti era già scritta dall’illustre JAGOBI,

e pubblicata fin dal 1841 nel tom. XXII del giornale di CRELLE

nella memoria che ha per titolo: Da formatione et proprietatibus

determinantium; ma, oltrecchè non ha mai esistita una pubblica

zione a parte di questa memoria , non era quella una fonte per

giovani che cominciano appena lo studio dell’Algebra.

Un libro su questo argomento fu pubblicato in Londra nel 1851

dal sig. Svorr1swoonn col titolo: Elementary theorems relating to

determinants; ma certamente la parte, che riguarda le dimostra

zioni, non fu scopo precipuo dell’Autore, il quale ebbe piuttosto

in mira di offrire una raccolta di proprietà e di applicazioni dei

determinanti.

Noi quindi concepimmo da più tempo il disegno di una ope
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retta intorno a tale argomento, la quale ancora servir dovesse di

richiamo per diverse nostre applicazioni; e lo scritto n'era in gran

parte abbozzato, allorché ci vedemmo prevenuti da una penna

tanto abile e competente, quant’è quella dell’illustre Bmoscm;

sicché allora credemmo di smettere ogni pensiero intorno alla

pubblicazione del nostro lavoro.

Il libro del Baroscm fu per la scienza un segnalato benefizio;

e la sua comparsa segna, per cosi dire, in Italia l’epoca di transi

zione dal vecchio al nuovo stile; di che è pruova non il favore col

quale fu generalmente accolto da’dotti, ma il fervore col quale fu

ricercato dalla gioventù studiosa. Nè il successo ottenuto da que

sta pubblicazione del Bruoscm fu limitato all'Italia ; poiché con

interesse eguale venne accolta in Francia ed in Germania, dove

il libro videsi immediatamente tradotto nell'idioma francese e nel

tedesco. E veramente le applicazioni scelte e svariate, con le

quali il Baroscm ha illustrate le diverse proprietà de'determinan

ti, doveano (ci sia lecito il dirlo) sedurre e convincere anche co

loro che, per sistema, sogliono mostrarsi avversi ad ogni novità

scientifica, che si allontani per poco da'processi ordinarii.

Tuttavolta noi non dovemmo tardare a riconoscere che l‘opera

del Bruoscm era scritta per giovani già forti nella scienza; e la

teoria specialmente vi era delineata a tratti troppo larghi per es

sere accessibile a giovani men provetti ; e quindi , unicamente

nell’interesse di costoro, divisammo un' altra volta di tornare al

nostro antico lavoro. Ma, mentre lo andavamo raccozzando e con

cretando, il nostro collega, Professor ZANNOTTI, mostrò vivo desi

derio di pubblicarne la parte elementare nelle sue istituzioni di

Algebra; e però, non avendo potuto ricusarci alle sue gentili pre

mure, una parte di quel lavoro, informe qual’era, venne inse

rita nel detto libro fin dal 1859. Ma quivi non erano 'che delle

idee gittate sulla carta , che sentimmo poi il dovere di meglio

ordinare e sviluppare, per pubblicare il lavoro completo, e sotto

un aspetto più conveniente.

Frattanto due altre opere sulla teorica de’determinanti videro

in quel torno la luce, l’una del Dottore Riccardo Banzen in Ger

mania, e l’ altra del benemerito Professore Giusto BELLAVITIS in

Italia; ma a noi parve che queste opere, dette e pregevoli sotto
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ogni riguardo, non fossero ancor tali da servire, secondo i nostri

desiderii, ad una istituzione assolutamente elementare. V

Nel libro adunque, che ora presentiamo alla gioventù studiosa,

non manca quasi alcuna delle proprietà più essenziali de’determi

nanti, avendo messo da nostro canto ogni studio per rendere le

dimostrazioni chiare,e ad un tempo rigorose e generali; il che ci

sembra in questo argomento una condizione indispensabile, es

sendo comprovato dal fatto che la considerazione di qualche caso

particolare non induce quella convinzione ch’è l'effetto delle ri

gide dimostrazioni. D’altra parte abbiamo quasi sempre evitato di

far dipendere queste dimostrazioni dalle forme simboliche e con

cise, con cui soglionsi rappresentare i determinanti,poggiandole

sulla forma esplicata,con la quale generalmente or sono figurati;

ed è fuor di dubbio che allora, non solo riescono più evidenti le

proprietà di queste interessanti funzioni, ma divengono più abi

tuali e familiari quelle trasformazioni che si appropriano alle

forme esplicite, e che le rendono molto più utili delle forme con

cise.

L’opera è divisa in due parti, la prima destinata alla teoria;

l'altra alle applicazioni. Tra queste, quelle che formano il sogget

to de'paragraiì II, III, IV , V , e che riguardano il processo del

massi-mo comune divisore , l’ eliminazione tra due equazioni di

gradi qualunque, le radici multiple , ed il teorema di Srnnm, so

no il risultamento di alcune memorie da noi presentate nel corso

del 1857 alla R. Accademia delle Scienze,e che non vennero pub

blicate per gli ostacoli malaugurati,che si frapponevano alla stam

pa de‘ lavori accademici. Gli argomenti poi trattati ne' paragrafi

VI, VII, VIII, IX, e che si rapportano ai determinanti funzionali,

alle sostituzioni lineari, alle funzioni omogenee, ed alle forme, sono

da tenersi come introduzione ad un'altra opera, che vedrà la luce

quanto prima (‘) , e che riguarda quelle mirabili funzioni cono

sciute sotto i nomi di invarianti , eovarianti, etc., le quali hanno

aperto un campo si vasto e si fecondo alle speculazioni de'geome

tri.Un ultimo paragrafo è destinato ad applicazioni geometriche;

(’) In questo lavoro , che sarebbe stato superiore alle nostre forze, siamo

sorretti dall’opera del nostro egregio amico e collega Professore Battaglini.
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ma in riguardo a queste abbiamo creduto di non essere molto

diffusi, sia perché i giovani ne hanno già copia negli Annali di

TERQL'EM (‘); e sia ancora perché sarà presto pubblicato in Na

poli un giornale mensuale di matematiche, nel quale saranno fre

quenti le applicazioni de’ determinanti alla geometria, al calcolo,

ed alla meccanica.

Ma per norma de’giovani vogliano avvertire che,in quanto alla

prima parte, tutto ciò che veramente interessa una primordiale

istituzione, può ridursi a quello che forma il soggetto de'primi

sei paragrafi, e del paragrafo nono; potendo riserbarsi il resto a

più inoltrata istruzione. Ed in riguardo alle applicazioni, basterà

limitarsi la prima volta al primo paragrafo, nel quale è esposta

la risoluzione delle equazioni di 1° grado, ed a quella parte del

l'ultimo paragrafo, che si rapporta alle più semplici applicazioni

geometriche. .

Tra i limiti intanto, che ci siamo imposti, abbiamo diligente

mente cercato tutti que'miglioramenti che offrivano i più recenti

lavori de' dotti. Ed è cosi, per esempio, che ci siamo affrettati a

far conoscere una nuova dimostrazione data dall' illustre Bassa.

della proprietà sorprendente, della quale è dotato il determinante

di una funzione omogenea di n variabili (che or porta il nome di

Hessiano), di annunziare col suo identico annullamento che la pro-‘

posta funzione è riducibile, mediante una trasformazione lineare

ad una funzione di meno di n variabili. E tra le proprietà delle

forme quadratiche si troverà dichiarata quella che il szvasrnn

ha chiamato legge (1’ inerzia e che, indipendentemente dal princi

pio della variazione continua delle funzioni,offre il mezzo più na

turale per definire il numero delle radici reali di un’equazione

comprese tra due limiti assegnati.

(') Noi non sapremmo abbastanza raccomandare quest’opera periodica ai

giovani specialmente che fanno i primi passi nella scienza, poiché vi trovano

utilissimi esercizii in tutto il campo delle matematiche pure, ed una fonte di

nobile emulazione nelle questioni che vi si propongono a risolvere. Ed oltre

a ciò le notizie dotte ed erudite e le riviste bibliografiche che presenta il bul

lettino, li abituano assai per tempo ad apprezzare i lavori degli uomini illustri; e

li mettono in islato di seguire a gradi e senza stenti il progresso della scienza.
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Noi vogliamo qui ripeterlo un'altra volta: è solo l‘interesse dei

giovani che ci ha indotti a scrivere e pubblicare il presente libro;

e facciamo voti ardentissimi che una penna più abile possa farlo

presto dimenticare , migliorando l' esposizione delle teoriche , e

correggendo le nostre inesattezze. E, scrivendo per giovani, ab

biamo crednto di poterci dispensare dal citare i nomi degli au

tori, cui son dovute le proprietà de’determinanti, o che le hanno

rese più generali, o che hanno migliorate le loro dimostrazioni,

o che ne hanno fatto importanti applicazioni. Ma d' altra parte al

punto, in cui siamo, per l’uso ormai divenuto generale di queste

funzioni, noi crediamo che spetti alla storia il compito di porre

in evidenza ciò che a ciascuno è dovuto nella creazione e nel pro

gresso di queste importanti teorie (‘).

(') Del rimanente in quanto alla origine di sitiatte teorie le prime tracce

possono ritrovarsi nei lavori di Leibnitz, di Cramer, di Vandermonde, di

Laplace, e di Bemut, relativi alla risoluzione di un sistema di equazioni

di 1° grado; e l’ultimo di questi geometri, più di ogni altro, a noi sembra che

fosse già in possesso di molte delle proprietà generali de’ determinanti, come

forse avremo occasione di comprovare con un’analisi, che speriamo di pubbli

care, della sua grand’opera sulla eliminazione, che certamente anche oggi è

meritevole di una maggiore attenzione. In seguito , de’ passi più larghi furon

fatti in queste teorie pe’lavori di Lagrange, di Gauss, di Cauchy, di Binet,

e di Jacobi innanzi tutto, e tra ipiù recenti promotori bisogna annoverare

Sylvester. Cayley, Salmon, Boole, Roberta in Inghilterra, Borchardt,

Hesse, Joaclu'msthal, Kummer, Eisenstein,Aronhold,lîaltzer in Germania,

Hermite in Francia; e tra gl’ltaliani Brioschî. Betti. Bellavitis, Tortolini.

Genocchi. Mainardi, Faà di Bruno. Cremona, Padula, Battaglinù

Rubin0, Sannia, e Jannî.
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AVVERTENZE.

Nella pag. 15 alla 4‘ linea, in luogo di a,,_l , leggi, a“. Ed

alla 14“ linea, ne' due primi determinanti del secondo membro

alla terza orizzontale, in luogo di y , leggi , y'.

Nella pag. 29 , al posto del primo elemento della seconda ori

zontale del determinante (4) in luogo di 1, leggi, 2. E nel posto.

del secondo elemento principale del determinante (5) in luogo

di -1, leggi, --2 .

Nella pag. 38, alla 9‘ linea, agli ultimi due versi, che compie

no il periodo , si sostituisca come segue « ma a patto ancora che

le diverse combinazioni che cominciano con uno stesso numero

siano scritte in guisa che i secondi, terzi numeri, etc. si trovino

sempre disposti in ordine crescente »

Nella pag.48, alla penultima linea invece di n° 59, leggi, n° 60.

Nella pag.78, in fine del n° 98 si aggiunga « È però chiaro che

per gli elementi principali si ha semplicemente g- = A,,'

T!"

Nella pag. 160, avanti la nota , al primo V, si sostituisca 11,.

Nella pag. 207, alla linea 9“, ov’ è detto, elementi del deter

minante della sostituzione, leggi, elementi della r’"° verticale

del determinante della sostituzione.

Nella pag. 216, alla 6al linea, invece di (10) leggi, (13). Ed alla

linea 8“, nel posto del primo elemento del determinante, invece

di A,, , leggi, A".

Nella pag. 221, a piè di pagina, nel posto del primo elemento

u;enel
 

del determinante a sinistra,iu luogo del 0, leggi, m__1

secondo membro invece di x,.a:, , leggi, x; .

(m-o'

v

 
Nella pag.264, alla linea 14“,in luogo di , leggi,

1)

<m-1>"
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INVERSIONI NELLE PERMUTAZIONI.

1. Tra le permutazioni di più elementi letterali o numerici

chiamiamo permutazione principale quella in cui gli elementi si

succedono in ordine diretto, vale a dire in ordine alfabetico, se si

"tratta di lettere; ed in ordine crescente, se si tratta di numeri;

e diremo permutazione inversa quella in cui gli elementi seguono

un ordine precisamente opposto.

2. Due elementi di una permutazione, contigui o no, si dice

che formano inversione, quando non seguono l’ordine diretto; per

ciò non vi sono inversioni nella permutazione principale; ma ogni

altra ne ha un certo numero, il quale si calcola paragonando ogni

elemento, a cominciare dal primo, con ciascuno de’ seguenti; cosi

nella permutazione di cinque elementi eh dg b si trovano sette in

versioni, due dovute ad 0, tre ad h, una a d, ed una a 9.

Nella permutazione inversa ogni elemento fa inversione con cia

scuno dei seguenti; e perciò, se n sono gli elementi, il numero

delle inversioni sarà espresso da

(n-1)+(n-2)+(n-3) + -- +2+1=%n (n-1).

3. Gli elementi a cui si rapporta un sistema di permutazioni let

terali o numeriche si supporranno distinti da un numero di ordine,

2
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il quale per ciascuno è quello del posto ch‘esso occupa nella permu

tazione principale; e ciò a prescindere dal suo numero di ordine

naturale, con che intendiamo quello del posto ch'esso occupa o

nella serie alfabetica a, b, e, d, . . . , o nella progressione naturale

1, 2, 3, 4, . . . Ora è manifesto che il numero delle inversioni di

qualunque permutazione è lo stesso di quello delle inversioni del

la permutazione che si ottiene cambiandovi ogni elemento, o nel

suo numero di ordine naturale,o nel suo numero di ordine relati

vo alla permutazione principale; ed è cosi per esempio, che tanto

è contare le inversioni nella permutazione eh d gb, quanto è con

tarle nella permutazione (5, 8. 4, 7,2) formata, mutando ogni let

tera nel suo numero di ordine naturale, o nell'altra (3, 5, 2, 4, 1)

che si ottiene cambiando ogni lettera nel suo numero di ordine

relativo alla permutazione principale bdegh.

4. S’ indichi con P la permutazione principale di più elementi;

c0n A una permutazione formata da P portandovi in primo luogo,

ed in ordine direttom elementi qualunque,per esempio quelli defi

niti da’numeri di ordine crescenti r, , r, , . . , r.- , . . , rm,- e s’indi

chi con a il numero delle inversioni di A: inversioni dovute unica

mente ai suoi primi m elementi.0ra siccome l’elemento 2"“ di A si

conta come r,-m0 nella permutazione principale P, e chiaro che in A

esso può fare inversione solo con gli elementi da‘quali è precedu

to in P, e che sono r;- 1, esclusi tra essi quelli che lo precedono

in A, e che sono i-1. Dunque le inversioni di A,dovute soltanto

al suo ima elemento, saranno r,-l- (i-l ), ossia r,--i; e per

ciò il primo ne da r,- 1; il secondo 1’, -2; il terzo r,-3; e COSÌ

di seguito; in guisa che si avrà

.:(r,-4) + (r,-2‘ + -- + (1‘,,,-m):r,+r, +- -+ 1',“

---à-m (m + 1).

5. Supponendo che una permutazione qualunqueAsia spezzata

in due parti a piacere, che indichiamo con B e con G, 1‘ una for

mata con i primi m elementi, l’altra con irimanenti, siano a, p, 7

le inversioni di A, B, C rispettivamente. Dopo ciò, se dinotiamo

con e il numero delle inversioni che ogni elemento della prima
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parte B fa con tutti gli elementi della secon°da parte C, si avrà evi

dentemente ‘

a = {i + 7 + e.

Ora se si dà un ordine diverso agli elementi di B e C, potranno

variare i numeri e e 7, e quindi anche a; ma e resterà immutato,

e sarà determinato conoscendosi i numeri di ordine degli elementi

di B, relativi alla permutazione principale di tutti gli elementi.

Se 1‘, , r,, .-rm sono questi numeri di ordine, il valore di E sarà

quello che risulta dalla formola di poc’ anzi; vale a dire si ha

i=r,+r,+ -- +r,,,--à-m (m+l).

6. Le permutazioni di più elementi saranno distribuite in due

classi; comprendiamo nella prima quelle che hanno un numero

pari di inversioni, e nella seconda quelle che ne hanno un numero

e impari.

7. Segue da questa convenzione che una permutazione muta di

classe, se vi si scambiano due elementi contigui, perché con ciò

essa o acquista o perde una inversione. Quindi, se un elemento

di una permutazione si trasporti dopo quello che lo segue, 0 a

dritta,o a sinistra, si ha una permutazione di classe diversa; dopo

due si torna alla classe primitiva; dopo tre si riproduce l’ altra

classe; e cosi di seguito alternativamente. E perciò:

Se un elemento di una permutazione si trasporti dopo r elementi

0 a dritta o a sinistra, la nuova permutazione apparterrà alla clas

se della prima, o all'altra classe, secondochè r è pari o impari.

8. Una permutazione in cui debbano tenersi in veduta due cle

menti qualunque, come k e q, può rappresentarsi con

AkBqG, (1)

dove A figura il gruppo di tutti gli elementi che precedono k; B

quello degli elementi interposti tra k e q, e che ora supporremo

essere al numero di r; e C finalmente il gruppo di tutti gli ele

menti che si trovano dopo q. Se in questa permutazione si cam

bia k in q, e viceversa q in 1:, si ha l’altra permutazione

A q B I: G, (2)

la quale differisce dalla prima unicamente per lo scambio tra i due
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elementi k 0 q, tra i quali s'interpongono r elementi. Posto ciò,

se nella permutazione (1) si trasporti l‘elemento k innanzi g, e se

nella (2) si trasporti q dopo k, nell’un caso, e nell‘altro si ha sem

pre la stessa permutazione

AquC,

la quale adunque risulta dalla (1) per lo trasporto di un elemen

to dopo r elementi, e dalla (2) per lo trasporto di un elemento

dopo r+1 elementi. Quindi, se la classe di quest’ultima permu

tazione è la stessa di quella della (1), sarà poi diversa dalla classe

della (2), o reciprocamente; sicché in ogni caso le permutazioni

(I) e (2) appartengono a classi diverse, e si ha il seguente teorema:

Due permutazioni,le quali differiscono solo per lo scambio vicen

devole tra due elementi appartengono a classi diverse.

9. Date due permutazioni appartenenti ad uno stesso sistema

di elementi si comprende ch'è sempre lecito di supporre che l‘una

sia dedotta dall‘ altra mediante un certo numero di scambii suc

cessivamente operati tra i suoi elementi a due a due, perché ciò

riducesi a fare in guisa che per via di tali scambii gli elementi

dell‘una prendano finalmente la stessa disposizione che hanno nel

l‘altra. Questo passaggio da una permutazione ad un' altra può re

golarsi in varii modi, e quindi il numero degli scambii può can

giare secondo la via che si segue; ma tenendopresente che ogni

scambio fa cangiar di classe, possiamo conchiudere, che:

Due permutazioni formale con imedesimi clementi appartengono

ad una stessa classe, o a classe diversa, secondochè è pari o impari '

il numero degli scambii ch'è necessario di operare successivamente

tra gli elementi a due a due per dedurre l'una dall'altra.

10. Si sa che il numero delle permutazioni di n elementi

ascende ad 1><2><3>< -- ><n; e però questo numero, salvo il caso

eccezionale di n:l, è sempre pari. Osserviamo intanto che le per

mutazioni di n elementi possono dedursi da quelle di n-1 ele

menti, aggiungendo in fine di ciascuna di queste l’elemento W”,

e poi supponendo che l’elemento aggiunto avvanzi di un posto per

volta verso sinistra fino a prendere il primo posto. Ciò premes

se siano A, e B1 due permutazioni di n elementi formate con ag

giungere in ultimo luogo l’elemento n”‘0 a due permutazioni di

n-l elementi appartenenti a classi diverse; cosi anche le per
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-r- ‘h.s.,. -- i

mutazioni A, e Bl saranno di diversa classe; e però se dinotiamo

con A,, A, , . . , A,, le permutazioni che risultano da A,, facendo

avvanzare di un posto per volta verso sinistra l’ultimo elemento,

finchè pervenga ad occupare il primo posto; è con B,, B, , . . , B,,

quelle che nella stessa maniera risultano da B, , avverrà che le

permutazioni comprese nella serie

A,,A,,A,,...,A,,

saranno di classe diversa da quelle delle corrispondenti permuta

zioni dell’altra serie

B,,B,,B,,...,B,,;

vale a dire di tutte le 2n permutazioni provvenienti nel modo in

dicato da due permutazioni di n-1 elementi, che siano di classe

diversa, una metà appartiene ad una classe, ed una metà all‘altra

classe. Ora supponendo che si tratti di formare le permutazioni

di un sistema di elementi letterali a, b, c, d, . . . , comincercmo da

quelle di due elementi,come a, b, ed avremo le due permutazioni

ab , ba ,

le quali appartengono a classi diverse. Indi con la introduzione di

un terzo elemento c, seguendo il metodo prescritto, avremo le per

mutazioni di tre elementi

abc, acb, cab; bac, bea, cba,

le quali ancora a due a due saranno di classi diverse. Ma quindi

è palese che anche quelle di quattro elementi debbono essere a

due a due di diversa classe; e però e manifesto in generale, che:

Nel sistema completo delle permutazioni di qualsivoglia numero

di elementi una metà appartiene ad una classe, ed una metà all'al

tra classe.

5 Il.

NOZIONI INTORNO ALLE MATRICI.

11. Date più serie di ugual numero di termini, se occorra di

considerare anche le serie che si formercbbero con i loro termini

di ugual posto, come tutti primi, tutt‘i secondi, etc.: possono ad
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un tempo aversi sott’occhio i due sistemi di serie, senza ripeterne

la scrittura, disponendo le serie date in linee orizzontali, ma in

guisa che i termini di ugual posto siano verticalmente allineati.

Per accennare a siffatta disposizione si usa di chiudere il sistema

delle serie date fra due tratti rettilinei, come nel seguente esempio

abcde

fghij
1

ktmnp ()

qrstu

Questi quadri prendono il nome di matrici; i termini delle serie

diconsi allora elementi della matrice; e quelli che vi sono orizzon

talmente, o verticalmente allineati, si dice che formano una linea,

la quale poi si distingue in orizzontale, e verticalc.Tanto le oriz

zontali che le verticali si contano per numeri di ordinel,2,3,...;

quelle dall‘alto in basso, queste da sinistra a dritta.

12. Siccome ogni elemento appartiene ad una orizzontale e ad

una verticale, ne segue che per individuare un elemento della ma

trice basta assegnare il numero di ordine della sua orizzontale, e

quello della sua verticale.Quindi per rappresentare di una manie

ra generale l’elemento che appartiene alla rma orizzontale ed alla

sma verticale suole adoperarsi il simbolo (r, s), ed i due numeri r

ed s diconsi ancora indici dell'elemento, l’uno indice di orizzontale,

l'altro indice di verticale, o semplicemente primo e secondo indice.

Cosi nella matrice (i) si ha per esempio

a=(l,l) , b=(l,2) , c=(1,3) , d:(1,4) , e=(1,5)

f:(2’1> ’ g:(2’2) ’ h=(2’3) ’ i:(2’4) ’ j:(2’5)

etc. etc. etc. etc. etc.

13. Parlando in seguito di prodotti di due opiù elementi di una

matrice intendiamo espressamente che questi elementi debbano ap

partenere ad orizzontali diverse e verticali diverse; di modo che,

se ogni elemento che figura come fattore di un tal prodotto, e rap

presentato col simbolo or ora descritto, dovranno essere tra loro

diversi tanto i primi indici, quanto i secondi. Ciò premesso sup
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poniamo un prodotto di in elementi simbolicamente espresso da

(r: ’ 3:) (re ’ 52) (r: ’ 52) (TI. ’ 54) ' ' ’ (rm ’ 5m);

risulta dalle convenzioni di poc’anzi che la serie dei primi indici

r,, r,, - ’ , r,,, è formata da’numeri di ordine delle orizzontali, alle

quali appartengono glim fattori; mentre la serie de’secondi indici

s,, s,, . . , s,,, è formata da’ numeri di ordine delle corrispondenti

verticali. Ora queste due serie numeriche noi le diremo permuta

zioni del prodotto, l'una permutazione di orizzontali, l’altra per

mutazione di verticali; e le loro inversioni si diranno ancora in

versioni del prodotto.

Osserviamo intanto che, se si cambia l’Ordine de’ fattori, cam

biano pure le due permutazioni del prodotto,ma dimostreremo (ed

è quanto interessa) che, qualunque sia l’ordine dei fattori, le due

permutazioni sono o sempre di una stessa classe, o sempre di clas

se diversa. In fatti dando un altro ordine ai fattori dei prodot

to (2), come per esempio

(re, si) (raz 3:) (rx’ si) (1.“ se) ' ‘ ' (rm’ sm) ’

possiamo supporre che dalla forma (2) si passi alla (3), mediante

un certo numero di scambii successivamente operati tra i primi

indici a due a due (n.° 9); ma siccome altrettanti scambii si ope

rano contemporaneamente tra i secondi indici, ne risulta che le

due permutazioni sono o sempre di una stessa classe, o sempre

di classe diversa; e perciò:

Se si moltiplicano tra loro più elementi di una matrice presi in

orizzanlali diverse, e verticali diverse, qualunque sia l'ordine dei

fattori, le due permutazioni del prodotto saranno 0 sempre di una

stessa classe, o sempre di classe diversa; o, in altri termini, il nu

mero totale delle inversioni delle due permutazioni èo sempre pari,

o sempre dispari.

14. Il prodotto di più elementi di una matrice si dirà algebri

ca ove si riguardi come affetto dal + o dal -, secondochè le due

corrispondenti permutazioni sono della stessa classe o di classe

diversa; e con altre parole, secondochè il numero totale delle loro

inversioni è pari o impari. Cosi nella matrice (I) il prodotto psb,

considerato come algebrico, comporta il -, perché. traducendolo
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nella forma simbolica (3, ti) (i, 3) (i, 2) si trovano due inversioni

nella permutazione de’ primi indici, e tre in quella de‘ secondi.

Si vedrebbe similmente che al prodotto p h q d compete il +, per

ché tradotto in (3, 5) (2, 3) (4, 1) (1, 4) si contano quattro inver

sioni nei primi indici, ed altrettante nei secondi. Del resto que

sto segno può sempre farsi dipendere da una sola delle due per

mutazioni, perché essendo arbitrario l’ordine de’fattori, l’una di

esse può ridursi in ogni caso ad essere una permutazione princi

pale; ed è poi chiaro che disponendo questi fattori, seguendo l'or

dine delle orizzontali, diverrà principale la permutazione dei pri

mi indici; e disponendoli invece seguendo l'ordine delle vertica

li, lo diverrebbe quella de‘secondi indici.

In generale, chiamando : il numero totale delle inversioni di

un prodotto di più elementi di una matrice, il segno che gli com

pete,come algebrico,saràquello che risulta dal simbolo (-1)5, ov‘è

poi lecito di aggiungere, o togliere all’esponente qualunque nu

mero pari.

15. La determinazione del segno di cui è discorso può grande

mente essere agevolata adottando opportune notazioni per gli ele

menti, come sono le seguenti

“1 bx 0: dl ‘ la az.t “1,: al)! al,L ' al,”

ai ba ca di la "2.: “2,2 02,: “2,4 ‘ un,"

a, b, c, d, . l, (4) , a“ a“, a,_, aM . a“, (5)

am bm cm dm ' lm “ma anni “ma am,4 ° am.n

Nella (4) si suppone che le lettere in ogni orizzontale siano quelle

della serie continua alfabetica a, b, c,d,. . ., l; e che gl‘indici in

ogni verticale formino la progressione naturale 1, 2, 3, . . , m; don

de segue che in questa notazione il simbolo di ogni elemento por

ta con sè il suo indice di orizzontale, mentre quello di verticale

coincide col numero di ordine naturale della lettera corrispon

dente. Quindi è manifesto che per un prodotto di elementi di que

sta matrice la permutazione di orizzontali trovasi già bella e for

mata nella serie degl’indici de’suoi fattori, mentre quella di ver

ticali si avrebbe mutando ogni lettera nel suo numero di ordine
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naturale; però, siccome delle permutazioni non interessano che le

inversioni, risulta che possiamo dispensarci dal detto cambia

mento,e contare le inversioni nella stessa permutazione di lettere

(n.° 3). Così per esempio si trova immediatamente che il prodot

to d,b,c, comporta il -, contandosi due inversioni nelle lettere,

e tre negl’indici.

Nella matrice (5) tutti gli elementi sono figurati da una sola

lettera, variata però con un doppio indice, il primo dei quali è

l‘indice di orizzontale dell’elemento, e l’altro l'indice di verticale.

Così in questa notazione le due permutazioni di un prodotto si

hanno nelle due serie de’ primi e secondi indici di tutt‘i fatto

ri; ed in conseguenza è più immediata la determinazione del se«

gno. Talvolta per maggior semplicità si sopprime la lettera che

sostiene i due indici, scrivendo (r, s) invece di am; ma con ciò

si ritorna al sistema già dichiarato al n.° 12.

16. In seguito, ad evitare circollocuzioni, terremo a riguardo

delle matrici alcuni modi compendiati di dire, da intendersi di

per loro stessi; ma che pure vogliamo dichiarare a scanso di equi

voci.

I. Due, o più linee di una matrice si diranno di ugual nome

o parallele, se sono o tutte orizzontali, o tutte verticali; e quindi

sono linee di nome diverso una orizzontale, ed una verticale.

11. In due linee dello stesso nome o di nome diverso, chia

miamo corrispondenti gli elementi di ugual posto, come sono il

primo col primo, il secondo col secondo, etc. etc.

III. Aggiugnere o togliere una linea da un’ altra dello stesso

nome vuol dire aggiugnere o togliere tutti gli elementi dell’una,

dai corrispondenti elementi dell’altra. Moltiplicare a dividere una

linea per una data quantità significa moltiplicare o dividere per la

quantità tutti gli elementi della linea. Cambiare il segno ad una

linea vuol dire cambiarlo a tutti gli elementi della linea; il che

poi vale moltiplicarla per- 1.

IV. Diremo uguali o identiche, le linee che hanno uguali uno

ad uno gli elementi corrispondenti; e le diremo equivalenti,quan

do possono diventare identiche moltiplicandole, o dividendole per

opportune quantità.

V. Chiamiamo simili le matrici che hanno uno stesso numero

‘ s
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di orizzontali, ed uno stesso numero di verticali; ed in queste ma

trici diremo linee omologhe ed elementi omologhi, quelli che vi

hanno una medesima situazione.

17. Le matrici che abbiamo descritte possono, in generale,

chiamarsi rettangolari; ma prendono il nome di quadrate,quando

il numero delle orizzontali è uguale a quello delle verticali; e que

sto numero allora dicesi grado della matrice.Quindi una matrice

quadrata di grado n contiene n' elementi.

Nelle matrici quadrate due linee di nome diverso designate da

uno stesso numero di ordine diconsi conjugate; e quindi sono

conjugate la prima orizzontale, e la prima verticale; la seconda

orizzontale e la seconda verticale, etc. In due linee conjugate gli

elementi corrispondenti, cioè di ugual posto, diconsi ancora conju

gati; e perciò il primo elemento dell‘una e conjugato al primo ele

mento dell‘altra; il secondo conjugato al secondo; il terzo al ter

zo etc. L‘elemento comune a due linee conjugate è il conjugato di

sè stesso, e ehiamasi elemento principale. È evidente che nella

matrice quadrata

al.l al,fl al,“ ' alpfl

a‘fl,‘ aÌ,Ì a2,’ ' “1,!

am au,s aa.a ‘ “ma

“m: afl,il “1|,3 ' anni

un elemento qualunque a“ ha per conjugato l’elemento d.,f; ed

a“. è il principale r’"° elemento, di ta-lchè a“, a“ , a“ , «.,a,m

sono i successivi principali elementi.

Si chiamano si-nmtetriche le matrici quadrate nelle quali ogni

linea è identica alla sua conjugata; o ch’è lo stesso, nelle quali

ogni elemento è uguale al suo conjugato.Cosi per esempio è sim

metrica la matrice di 3° grado

a i) c

b d e

c e f

ma in generale ‘è chiaro che può tenersi come simmetrica la ma
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trice di grado- », scritta poc’anzi, quando i suoi eluneuti veriti

chino la condizione

ah! = alit'

la quale deve sassistere dando a ciascuno degl’indici 1‘ ed s tutt’i

valori 1, 2, 3', . ., n.

Netta matrice quadrata si- considerano ancora i due sistemi di

elementi che vi si trovano allineati secondo le due diagoriali-;e pan

rò si dice che ciascuno ferma una diagonale. Di esse l’una e co

stituita dagli elementi principali, e chiamasi diagonaleprimipa

le; e si dirà l’altra seconda diagonale. '

18. Occorrendio in seguito dii considerare- la matriceche‘ si Ier

merebbe con alcune orizzontali, o con alcune verticali di una da

ta matrice, intendiamo espress‘mnente, e lo avvertiamo una volta

per tutte,che queste linee debbono conservare nella nuova matri

ce lo stesso ordine di successione che hanno nella matrice primi

tiva; di modo che la matriCe nuova dev’essere ciò che diviene la

primitiva sopprimendone tutte le altre linee che di quella non

debbono far parte.

Ciò premesso, data una matrice rettangolare di m orizzontali

edn verticali, e supposto m- < n, possiamo dedurne un sistema

di matrici: quadnate, combinando ad m ad.m le sue verticali, sah

va sempre per ogni combinazione di verticali la condizione or’ora

prescritta:in quanto all’ordine con cui debbono succedersi nella

corrispondente matrice ;. e se s' indica. con p: il numero di queste

matrici quadrate, sarà

__n .- . .IL- 1><2><3>< . . ..><m ‘
 

Supposta per esempio la.matrice di tre orizzontali e quattro ver

ticali

a, b; e, dx

ai bi ci dl

al b: (fa da ‘
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combinando le verticali a tre a tre si hanno le quattro matrici di

3° grado

al II: cl ’ “1 b: dl ’ al 01 dl ’ b! 0| di

a, b, c, a, b, d, a, e. d, b, c, d,

a, b, c, a, b, d, a, c, d, bI e, d,

in ciascuna delle quali le verticali, secondo la condizione impo

sta, si succedono con l’ordine istesso che hanno nella matrice

originaria.

Se si fosse supposto m > n, vale a dire, se nella matrice pri

mitiva il numero delle orizzontali fosse maggiore del numero del

le verticali, converrebbe combinare invece le orizzontali ad n ad

fa per dedurne un sistema di matrici quadrate di grado n.

g. 111.

PRIME NOZIONI INTORNO AI DE’ÈÎJIÌMINANTI

ED AI DETERMINANTI MINORI E CCMÎLEMENTALI.

19. Chiamasi determinante la somma algeb'.‘icàdi tutt’i prodotti

che possono ottenersi moltiplicando ad n ad n gli elementi di una

matrice quadrata di grado n presi in orizzontali diverse e verti

cali diverse, e dando ad ogni prodotto il + o il -, secondoehè

le due corrispondenti permutazioni di orizzotali e di verticali

sono di una stessa classe, o di clcc‘s (’.vess‘ ; o in altri termini,

secondochè il numero totale delle loro inversioni è pari; o impa

ri. Ordinariamente il determinante si rappresenta con la stessa

sua matrice; ed allora gli elementi, le li:ee, il grado etc: del‘.a

matrice diconsi elementi, linee, grado, etc. del determinare, il

quale ancora dicesi simmetrico, se simmetrie; è la sua matrice.

20. Applicando la definizione allo sviluppo deldetert:inenie di

grado n ’

“1,1 ah. ah! ' ama

(12,1 “2,: ama ' al,“

P: as,z as,a al,l ‘ as.n

“mi ama “M ° an.n
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è chiaro che ogni termine di P è un prodotto di n elementi, dove

tanto i primi, quanto i secondi indici formano una permutazione

de'numeri 1,2,3,.., n, e che prende il + o il -secondochè è pari,

o impari il numero totale delle inversioni nelle due permutazio

ni. Tra i termini del determinante merita di esser distinto quello

che risulta dal prodotto degli elementi principali, cioè

a,” a” a,,, . . . dm".

Questo termine, che dicesi principale, e che prende sempre il se

gno +, perché le due permutazioni sono identiche,può tenersi co

me tipo generatore di tutti gli altri,i quali possono daesso dedursi

o permutando i primi indici in tutt’i modi,tenendo fermi i secon

di; 0 invece permutando i secondi, fermi restando i primi, ed il

segno di un termine qualunque dipenderà solo dalle inversioni

degl‘indici permutati. È poi manifesto che i termini del determi

nante sono 1><2><3>< -' ><n, metà col +, metà col -. (n.° 10).

Il determinantePsuole anche indicarsi col simbolo più conciso

zîax,z aa,a a|,s ‘ ' an.n

ov’è in veduta il solo termine principale; mentre il 2 ed il dop

pio segno i accennano la somma algebrica di tutt’i termini che

si deducono nel modo indicato, e con la regola già data in quan

to a’ segni. ,

21. Se nel determinante P si cambiano le orizzontali in verti

cali, o viceversa, e con l’ordine medesimo di successione, si ha

l'altro determinante

al,l “n.1 “3,! ' ama

armi “1,: “1,: ' an.n

ar,s_ aa,a as,s ‘ “ma

“I,” al," al,“ ‘ al,"

il quale però non è diverso da P, perché il suo sviluppo può otte

nersi in modo all'atto identico per mezzo del termine principale,

ch'è lo stesso. Da ciò risulta che i determinanti non sono punto

alterati con tal cangiamento.
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22.. Considerando ancora lo sviluppo del determinante

si vede che ogni suo termine è un prodotto di n elementi con let

tere ed indici diversi, che prende il + o il’-- secondochè è‘ pari

o impari il numero delle inversioni nelle une e negli altri (n°15).

Ma anche questo sviluppo può dedursi dal termine principale

ax b, e, . . l,, , permutando o solo le lettere, o solo gl’indici; ed i

segni dipenderanno o solo dalle inversioni nelle lettere, o solo da

quelle negl'ihdici. E però il determinante può dinotarsi col sim

bolo già dichiarato

zia,b,c,..ln.

23. Soggiungiamo alcuni esempii di sviluppi di=daterminanti

   

al,l.al,l: ar,x aa,x :2Ì az,z aa,a:al,xaga_al.l.aln

“2,: “ma “1,: (19,:

al bi = araa =xîalbfl=albfl ' aabx

a,b, b, b,

   

a: b! cx : al aa a: =2Ìazbn c::aibzcr_axcsbs+cxaabs_bzaacs

un bit ca b: ba ba

a, b, c, c, c2 c,

-t-b,c,a,-c,b,aa

 

Vedremo tra poco che i determinanti possono essere sviluppati

con metodi molto più semplici e rapidi;ma per oraosserveremo,

e giova di tenerlo presente, che: un determinante di 2° grado

equivale al prodotto dei due elementi principali dimirtuit0‘del'pro-

dotto degli altri due.
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24. Il prodotto di tutti gli elementi della seconda diagonale è

anch'esso un termine del determinante. Nel determinante P que

sti elementi, disposti secondo le orizzontali, formano la serie

a“, , a,m_l , -a,,,__, , .. ,a,,_m , a,,r,, dove i primi indici procedono

in ordine diretto, ed i secondi in ordine inverso; e perciò il se

gno che compete al detto termine è quello che risulta dal simbo

lo (_1) i"<"-I> (n.° 2).

25. Se da un determinante si sopprimono delle orizzontali ed

altrettante verticali, le linee che restano formano un altro determi

nante che dicesi minore in riguardo al primitivo; e due minori di

uno stesso primitivo diconsi co'mplementali, o l’uno complemento

dell’altro, se ciascuno risulta dal primitivo sopprimendone le oriz

zontali e le verticali, le quali concorrono alla formazione-dell‘al

tro. Così per esempio in riguardo al determinante primitivo

di 4° grado
  

i due minori di 2° grado

bi dg

be (14

a: C:

    

a, c,

sono l'uno complemento dell‘altro,ed è poi chiaro in generale che

la somma de’gradi di due minori complementali è uguale al gra

do del primitivo.

26. Bisogna osservare che un determinante minore digrado m

può riguardarsi come un determinante comune ad una matrice

di m orizzontali del primitivo, e ad un‘altra di m verticali; ed il

suo complemento e pure un determinante comune alla matrice

delle rimanenti orizzontali del primitivo, ed a quella delle rima

nenti verticali. Laonde,se dinotiamo con H un minore di grado in

del determinante P, comune alle due matrici di orizzontali e di
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verticali designate rispettivamente da’ numeri di ordine '

r,,r,,r,,..,r,,, ed s,,s,,s,,..,s,,,

precedenti e gli uni e gli altri in ordine diretto, sarà

ai" n; “r. . I. ° “r, , 0.,

afas'; afavh ° d"a"!!!

H:

afm o Il afm a I. ' afm , I".

In questo determinante minore i primi indici in ogni verticale

riproducono la serie r,, r,,.., r,,,, ed i secondi in ogni orizzontale

riproducono l' altra serie s, , s,, . . , s,,,. È poi manifesto che nel

complemento di un tal minore i primi indici in ogni verticale sa

rebbero i numeri che restano della serie 1, 2, 3, . . , n, esclusi

rx , r,, . . , r,,,; ed i secondi indici in ogni orizzontale sarebbero

i numeri che restano della stesm serie, esclusi s, , s, , . .’ , sm.

27. Considerando lo sviluppo del minore E è chiaro, che ogni

suo termine è un prodotto di m elementi dove i primi indici for

mano una permutazione de’ numeri rx , r, , . . , r,,, , ed i secondi

una permutazione de’ numeri s, , s,, . . , s,,,; ed il completo si

stema de’ termini può dedursi dal termine principale

a"n'x afavla ara": ' ' a"m"m

permutando in tutti i modi 0 solo i primi indici, o solo i secon

di. Per assegnare i segni converrebbe formare per ogni termine

le due corrispondenti permutazioni di orizzontali e di verticali

(n.° 19); ma possiamo ancora dispensarcene, e contare invece le

inversioni nelle stesse permutazioni de‘ primi e secondi indici

(n.° 3); da che risulta in fine che i minori del primitivo P si svi

luppano esattamente con le stesse norme del primitivo; e posso

no generalmente rappresentarsi con

2ia_rI ,a, ar,.e, ar,,a, ' ‘ arm,nm
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28. Due determinanti minori di uno stesso primitivo diconsi

eonjugati, quando le orizzontali e le verticali,le quali concorrano

alla formazione dell' uno, sono inversamente definite da'medesimi

numeri di ordine delle verticali e delle orizzontali,le quali concor

rono alla formazione dell' altro.

Se i numeri di ordine delle orizzontali, le quali concorrono

a formare un determinante minore, sono gli stessi di quelli delle

verticali, questo minore è il conjugato di se stesso, e chiamasi

minore; principale. Dunque le orizzontali e verticali del primiti

vo, le quali concorrono a formare un determinante minore prin-d

cipale, sono a coppia conjugate (n° 17); donde segue che i suoi

principali elementi son tali ancora nel primitivo; ed il suo com

_ plemento è anch’ esso un determinante minore principale.

29. Chiamiamo caratteristica di un determinante minore la

somma de’ numeri di ordine di tutte le orizzontali e verticali del

primitiVo, le quali concorrono a fermarlo; cosi dinotando con i:

la caratteristica del minore H considerato nel n.° 26 sarà

><=r,+r,+ -- +r,,,+s,+s,+ -. +s,,,.

Ora se s’ indica con x’ la caratteristica del complemento di II si

ha evidentemente

‘ ' =.+-..'=2 (1+2+ “ +n);

e ne risulta, che:le caratteristiche di due minori complementali so

no o pari ad un tempo, o dispari ad un tempo.

È chiaro che la caratteristica di qualunque minore del primi

tivo P e sempre uguale alla somma di tutti gl’ indici di ogni ter

mine dello stesso minore; ma nel calcolarla gioverà far capo dal

termine principale. La caratteristica di un elemento a“ è la som

ma degl’ indici r ed il.

30. I complementi dei determinanti minori saranno distinti in

algebrici ed ordinarii. È algebrico il complemento se si riguarda

come affetto dal + o dal -, secondochè è pari o impari la sua

caratteristica, o quella dello stesso minore; ed è ordinario quan

do si prescinde da questo segno; ma in tal caso l’aggiunto di or

dinario sarà quasi sempre omesso. 4

Quindi, se Il dinoti un determinante minore qualunque, K il

4
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suo complemento ordinario, e x la caratteristica sia dell' uno, sia

dell’altro, il complemento algebrico di H sarà espresso da (-1)*K;

e viceversa quello di K lo sarà da (-1)"H. Si comprende dopo

ciò esser lecito di accrescere o diminuire la caratteristica di qua

lunque numero pari, ed anche ridurla, a seconda de' casi, a zero

o ad uno.

31. Intorno ai complementi algebrici sono osservabili i seguenti

casi particolari :

I. Il complemento algebrico di un elemento prende il + o

il - secondochè è pari o impari la somma de‘ numeri di ordine

delle due linee che passano per l' elemento.

11.1 complementi algebrici de'suecessivi elementi di una

stessa linea prendono alternativamente il + ed il -; a comin

ciare dal+, se il numero di ordine della linea e impari; dal -,

se pari.

III. Il complemento algebrico di un elemento principale, 0

di un determinante minore principale prende sempre il segno +.

IV. I complementi algebrici di due elementi conjugati, o di

due determinanti minori cenjugati,prendono sempre segni simili.

32. Passeremo ora ad esporre una proprietà de’ minori com

plementali, che può tenersi come il fondamento della teoria dei

determinanti. Sia II, come al numero 26, un determinante mi

nore di grado m del primitivo P, e K il suo complemento, che

sarà di grado n-m. Tenendo presente la legge, che regola lo svi

luppo de’minori del primitivo P, è palese che, se si moltiplicano

tra loro gli sviluppi de’ complementali H e K, ogni termine del

prodotto HK, astrazion fatta dal segno,è un termine di P, perché

formato di n elementi, ne‘ quali tanto i primi quanto i secondi

indici formano permutazioni de' numeri 1, 2, 3, . . , n. In conse

guenza, se si dinotano con h e Il due termini qualunque di H e K,

afi'etti da'segni rispettivi, chiamando e il numero totale delle in

versioni che i primi e secondi indici di h fanno rispettivamente

co' primi e secondi indici di k, l’espressione (-1)'hk sarà un

termine di P, col segno che gli compete; ma si ha (n.° 5)

@=r,+r,+ - ' +r,,,+s,+s,+ °- +s,,,-m (m+l)=»-m (m-l-l);

adunque, essendo pari il numero m (m+l), questa espressione si
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muta in (-1)*hk; e ne segue che per cangiare i termini del

prodotto HK in termini del determinante primitivo P, basta

moltiplicarli per (-1)‘. Quindi risulta che la stessa espressione

(-1)*HK è una parte del primitivo; e si ha perciò la seguente

proposizione :

Il prodotto di due minori complementali,preso col +, o col - ,

secondochè è pari o impari la caratteristica dell' uno 0 dell' altro, è

una parte del primitivo. Ovvero: Il prodotto di un determinante

minore pel suo complemento algebrico è una parte del primilivo.

33. Se uno de' minori si riduce ad un elemento, il teorema e

quivale a dire,che: Ilprodotto di un elemento pel suo complemento,

preso col + o col - , secondochè è pari, o impari la caratteristica

dell'elemento, è una parte del determinante primitivo.0vvero: Il pro

dotto di un elemento di un'determinante pel suo complemento alge

brico è una parte dello stesso determinante. '

34. Il complemento di un determinante minore può anche dirsi

complemento di qualunque termine dello stesso minore, poiché

in effetti risulta dal primitivo sopprimendone le linee che passa

no pe' fattori del termine. Più generalmente può dirsi che un pro

dotto di m elementi del primitivo ha per complemento il minore

che ne risulta sopprimendone le orizzontali e verticali che passa

no pe’fattori; e per caratteristica la somma de' loro numeri di

ordine; ed allora per la dimostrazione del teorema precedente e

manifesto, che: - ’

Se si moltiplica il prodotto algebrico di in elementi di un determi

nante pel suo complemento algebrico si ha una parte del determi

nante primitivo. '

5. IV.

PROPRIETÀ GENERALI DE’DETERMINAN'I'I.

35. Se gli elementi di una linea di un determinante di gradon

si moltiplicano pe’ rispettivi complementi algebrici, si ottengono

n parti del primitivo (n° 33) tra loro diverse; e poiché i termini

di ciascuna sono 1x2><3x -' ><(n-l); cosi le n parti ne danno

in tutto 1><2><3>< -'><n, quanti sono i termini del primitivo; il

quale perciò è uguale alla loro somma. Quindi:
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Ogni determinante equivale alla somma de’prodotti di tutti gli ele

menti di una linea pe'rispettivi complementi algebrici.

O, in altri termini:

Ogni determinante equivale alla somma algebrica de' prodotti di

tutti gli elementi di una linea pe'rispettivi complementi, presi alter

nativamente col + e col-; a cominciare dal +, se il numero di

ordine della linea è impari; dal - se pari.

36. Questo teorema permette di sviluppare i determinanti in un

modo assai più rapido di quello che risulta dalla definizione, poi

ché la sua ripetuta applicazione conduce a determinanti di gradi

sempre più bassi. Eccone degli esempii:

        

a b c d =a b’ c’ d’--b a’ c’ d’+c a’ b' d’-d a’ b' c’

a’b’c’d’ ca:y uwy uvy una:

u, v, xly, v’ ae’y u' ac'y u’ v’ y' 11/ v' a:’

u va:

=ab'x y --ac’v y +ad'v a: -ba’a: y +bc’u y -bd'u w

w' y" Iv' y’ |v' w’| Iw’ y" lu’ y’ ‘u’ a:

+ea’lv yl-cb’u y +cd'|u vl-da’lv x|+db’lu a: -dc’|u o
vi y! |ul y! u! v! v! xl u! xl u! 0,!

=(ab’-ba’) (xy'-yx')-(ac'-ca’) (oy' -yv’ )+(ad’-da’)(vx’-mo’)

+(bc'-cb’) (uy’-gu’)-(bd’-db’) (uw’-xu’)+(cd’ -dc’) (uc’-vu’) .

= (w'y”-y'w”)-(wy”-w”)+wy'-yw')
  

1 a: g
1 ml y!

1 x” y”

2 --1 3 =2(4+3)+4(-2+9)+6(_1-6)=0.

-4 2 1 '

6-3 2

 

37. Considerando il determinante

P: a:.: “L: ' a1,n

a2.l a2), ' ai."

“mi afl,a ‘ an,n
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converremo, in generale, di dinotare con A“ il complemento al

gebrico dell' elemento cm; ed allora il teorema precedente si tra

durrà nell’una o l’ altra delle formole

I_af,zAr.x+ar.aAr,a+anaAr,l+ ' ‘ + ar,nAr,nr

I_al.rAx.r+as.rAa.r+aa,rAfl,r+ ' ° + an.rAn.r ’

secondochè si applica ad una orizzontale o ad una verticale, e

nelle quali l’indice r può prendere tutt‘i valori 1, 2, 3, . . , n.

38. Se si trasforma un determinante scambiandovi tra loro due

linee parallele contigue,si riconosce subito che ilcomplemento or

dinario di uno stesso elemento appartenente ad una delle due linee

scambiate è lo stesso nel primitivo, enel nuovo determinante; ma

è chiaro che, se questo complemento si riguardi come algebrico,

esso allora prenderà segni contrarii nei due determinanti. Posto

ciò, se nel determinante P si scambiano per esempio tra loro la

prima e la seconda verticale, chiamando P' il nuovo determinante

avremo

' O

P: a“, a,,, . a”,

al,l afi,l ' ai,"

al,ì an.r ' aflsfi

Ora è evidente che se i determinanti P e P' si sviluppano secon

do gli elementi di una delle due verticali scambiate, questi svi

luppi saranno uguali, ma di segni contrarii; così sviluppando il

determinante P secondo gli elementi della prima verticale si ha

I_al,zAl,l+aa,lAa,x+al.zAl,z+' ' an,lAn,l 9

mentre sviluppando P’ secondo gli elementi della seconda verti

cale si avrebbe

PI=_GI.IAI.I_GQ,1An,z_aa,zAa,l_ ' ' “an.xAn,x ;

e ne risulta P = -P’. Segue da ciò che lo scambio tra due li

nee parallele successive non altera punto il valore assoluto di un
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determinante, ma gli fa prendere un segno contrario. Adunquc

se una linea di un determinante si trasporti parallelamente a sé

stessa dopo quella che immediatamente la segue 0 a dritta o a

sinistra, il determinante non fa che mutar di segno; ma quindiè

chiaro che trasportandola invece dopo due linee, il determinante

riprende il segno di prima; dopo tre tornerebbe a cambiar di se

gno; e così di seguito alternativamente; di modo che, in genera

le, il determinante ritiene o muta il segno secondochè una linea

vi è trasportata dopo un numero pari o un numero impari di li

nee; e perciò se si dinota con P' ciò che diviene il determinante

P, quando una linea vi è trasportata parallelamente a sé stessa

dopo r linee, si avrà

r'=(_1)fp.

Dietro questa proprietà de‘ determinanti, ragionando precisa

mente come al numero 8 a riguardo delle permutazioni, si con

chiude senza più il seguente teorema:

Un determinante muta solo di segno e non di valore scambian

dovi tra loro due linee parallele qualunque.

39. Segue da questo teorema che un determinante non muta

di valore assoluto, comunque si scambiano tra loro e le gerticali

e le orizzontali, ma ritiene o muta il segno, secondochè è pari o

impari il numero totale degli scambii. È chiaro che in riguardo

al determinante P questo numero è pari o impari a seconda del

numero totale delle inversioni ne’ primi indici di una verticale,

e nei secondi di una orizzontale; o, ch’è lo stesso, ne’ primi e se

condi indici del termine principale del nuovo determinante; e per

ciò chiamando P’ questo determinante, ed I il numero totale delle

dette inversioni, si avrà in generale

P'=(-l)‘P.

intorno a questa formola noteremo due casi particolari:

1. Se il determinante P' sia formato disponendo in ordine

inverso o le sole orizzontali, e le sole verticali del determinante

P,avremo (n°2), s=èn(n_1); e quindi p’=<_l)%n(n-Ilp_

 w___r__,. V _‘.__ àà
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Il. S’indichi con 2 la caratteristica di un minore di grado

m del primitivo P, e per esempio del minore comune alle matri

ci di orizzontali e di verticali definite rispettivamente da' numeri

di ordine rl , r, , . , r,,, ed s, , s, , . , sm; allora supponendo che

P' sia formato da P, portandovì in primo luogo ed in ordine di

retto quelle orizzontali e quelle verticali, si avrà evidentemen

te (n‘ 4 e 32) r=*-m(m+l); e però essendo pari il numero

m(m+l), risulterà P’= (-1)“P; ma è importante di osser

vare che il minore considerato in P si trova riprodotto in P' co

me il principale minore determinante comune alle matrici costi

tuite con le prime in orizzontali, e con le prime m verticali.

40. Il teorema del n.° 35, o le formole del n.° 37 che gli equi

valgono, rendono senza più manifesta la seguente proposizione.

Un fattor comune a tutti gli elementi di una stessa linea può

mettersi in veduta come moltiplicatore del determinante, o può darsi

come fattore agli elementi di un'altra linea. Quindi, se una linea

si moltipliehi o divida per una quantità qualunque, il determinante

sarà rispettivamente moltiplicato o diviso per questa quantità. Ed

un determinante non cambia di valore, se, moltiplicando una linea

per una data quantità, si divida ad un tempo un’altra linea per

la stessa quantità.

Quindi si ha per esempio

abwey:aybc=zyabc

dea; fy dxyeat‘ fa: del

ghxiy gy hi ghi

Può osservarsi che un determinante cambia solo di segno, Se

si cambia il segno ad una linea qualunque j(n° 16,111); ma più

generalmente è chiaro che il cambiamento di segno a quante li

nee si vogliano non altera il valore assoluto del determinante, il

quale poi ritiene o muta il segno, secondochè è pari o impari il

numero delle linee alle quali si cambia il segno.

41. È conseguenza immediata del n.° 35 che un determinante

è nullo, se sono nulli tutti gli elementi di una stessa linea. Ri

sulta inoltre dal teorema del num.° 38 che anche nullo è un deter

minante in cui vi siano due linee parallele identiche, perchè,scam
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hiandole tra loro, il determinante resta qual’era,e non può, come

dovrebbe, cambiar di segno; ma or segue dall'ultima proposi

zione che avviene altrettanto, se le due linee sono invece equiva

lenti (n.° 16, IV), potendo sempre ridursi ad essere identiche. E

perciò:

È nullo un determinante in cui sono nulli tutti gli elementi di una.

stessa linea; ed è anche nulla se due linee parallele sono o identiche,

o equivalenti.

Così, per esempio, si riconosce a colpo d' occhio, e senza cal

colo, che è nullo il determinante

2-1 3

-d- 2 1

6-3 2

già considerato in ultimo luogo al n.° 36, bastando perciò di os

servare che le due prime verticali sono equivalenti.

42. Tra casi particolari cui dà luogo il teorema del num. 35 è

osservabile il seguente: _

Se sono nulli gli elementi di una linea,eccetto un solo, il determi

nante sarà uguale al prodotto del detto elemento pel suo complemento

algebrico;ocvero al prodotto dell’elemento per lo stesso determinan

te, nel quale però sia messa l’unità in luogo dell'elemento.

  

Esempii

a b 0 c=a b 0 c=[a b 0 c=-fa b c

defg 00f0 0010 tuv

tu0v tu00 tu0v xyz

xy0z xy0z a:y0z

abed=aabc=a’acy

0abc 0xy m’y’

00xy 0x’y’

00x’y’

43. Segue da ciò che in un determinante è lecito di sopprimere,

o inserire ovunque due linee di nome diverso, purché si adempia
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a due condizioni: 1° che le due linee abbiano l‘unità per elemento

comune, e nulli tutti gli altri di una di esse, qualunque siano

quelli dell'altra; 11" che si dia al nuovo determinante il segno che

conviene al complemento algebrico dell'elemento comune: condi

zione alla quale è superfluo di aver riguardo,se le due linee sono

conjugate (n° 17 e 31, III). Intanto, siccome l’inserimento di cop

pie di linee conjugate può continuarsi a piacere, risulta che:

Un determinante di qualunque grado può sempre farsi apparire

come un determinante di grado superiore assegnato,inserendovi un

numero conveniente di coppie di linee conjugate.

M. Supponendo che in un determinante siano nulli tutti gli e

lementi da una stessa parte di una diagonale, la ripetuta appli

cazione del teorema del n.° 42 dimostrerà, che:

Un determinante di grado n in cui sono nulli tutti gli elementi da

uno stesso lato di una diagonale equivale al prodotto degli elementi

della diagonale, preso col +, se si tratta della diagonale principale;

l

e, se si tratta dell’altra,col segno definito dal simbolo (-1) î"‘î"-".

Esempii:

a b c d=u 0 0 0.:‘a 0 0 0=aehk.

0 e f g I e 0 0 0 e_ 0 0

0 0 h i u m h 0 0 0 h 0

0 0 0 I: t y 2'. k 0 0 0 k

a b .r = O 0 a: = O 0 .n-:-::’.

c a: 0 0 a: t 0 a: 0

a: O 0 a: u v x 0 0

45. Se gli elementi di una linea di un determinante si molti

plichino ordinatamente pe‘ complementi algebrici de’ corrispon

denti elementi di un'altra linea parallela alla prima, la somma

de‘prodotti esprime il determinante nella ipotesi che le due linee

siano identiche, e quindi è nulla. Dunque:

La somma de'prodotti degli elementi di una linea di un determi

nante pe’ complementi algebrici de' corrispondenti elementi di un'al

tra linea parallela alla prima, è identicdmente nulla.

  

5
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Così, se gli elementi della prima orizzontale del determinante

a b c

a' b’ c'

a” b” c//

si moltiplicano pe'complementi algebrici de’corrispondenti ele

menti della seconda, avremo

b c a b

b” c” a” b”

:-G(bv”_vb”)+b(ac”-ca”)-c(ab”-ba”)=0;

-a +bac-c

a” cl!

      

e ciò come se si applicasse il teorema del n° 35 alla seconda oriz

zontale del determinante identicamente nullo

a b 0 °

a b c

al! b/l cl?

46. Dopo ciò possiamo affermare che ciascuna delle espressioni

ar,an,r+ar,sAl.a+ ' ' +ar,nAl,n ’

at,TAl,l+aì,fAì,l+ ' ' +an.rAn,a ’

 

equivale al determinante P, se sono uguali i valori degl’ indici 1‘

ed s; ed è nulla nel caso opposto.

47. Supponiamo ora che tutti gli elementi di una stessa linea

del determinante P siano espressioni polinomio di ugual numero

di termini, e pongasi per fissar le idee

a,.,,=a,,+bx , a,,::a,,+b,I , . . . , am=a,,+bn;

allora avremo

P=<a.+b.)Af..+ta.+bdAfs+ '- +(«.+bn)Af,.z

o sott‘ altra forma

P=(a,A,,,+a,A,,,-i- - - +a,,A,,,,)+(b,A,,,-v-b,A,,,+ - - +b,,AM) .

Ora è chiaro che le due parti del secondo membro esprimono ri

spettivamente ciò che diviene il determinante P,quando agli ele

_ ,____
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menti della r’"“ orizzontale si sostituiscano una volta le quantità

a,, a,, . . , a,,, ed un' altra volta le quantità bx , b,, . . , b,,; il

che dimostra che quel determinante può essere decomposto in due

parziali determinanti. Ma in generale è evidente che, se gli ele

menti della linea che si considera sono polinomii ognuno di m

termini, il determinante P potrebbe decomporsi in m parziali

determinanti, ciascun dei quali si forma da P con solo ridurvi

ogni volta la linea di elementi polinomii ad una linea di mono

mii, presi una per ogni polinomio, a patto che ogni monomio

non sia impiegato che una sola volta; e quindi risulta, che:

Un determinante in cui gli elementi di una linea sono polinomii

di m termini può decomporsi in m parziali determinanti, ognun

de'quali è ciò che diviene il primitivo, riducendo ogni volta la linea

complessa ad una linea di monamii, presi una per polinomio; ma

impiegando ogni monomio una volta sola.

48. Si comprende che questo teorema è sempre applicabile an

corché i polinomii non abbiano uno stesso numero di termini,

potendosi rimpiazzar con lo zero ogni termine che manca. E si

comprende inoltre che la decomposizione, cui da luogo, può re

golarsi in varie maniere, essendo arbitraria la scelta de’ monomii

da’ quali va formata la linea di ogni parziale determinante; ma

nelle applicazioni giova disporre i termini dei polinomii della li

nea complessa in modo che tutti quelli che vogliono destinarsi a

formar la linea di un parziale determinante vi abbiano lo stesso

posto, cioè siano o tutti primi, 0 tutti secondi, etc. Allora [a li

nea complessa può riguardarsi come somma di più linee sempli

ci; ed i parziali determinanti si otterranno riducendo ogni tolta

la linea complessa ad una delle sue componenti.

Esempii:

abx+y+z=abx+aby+abz'

a’ b' m’+y'+z’ a' b’ .’c' a’ b’ y' a’ b’ 2’

al! b” x/l+y/l+zll a” b” x” a” b” y” a” b// 2”

a' b’

a” bl/

a b c+x=a b c+x=a b c +m

I I

a’ b’ c’ a’ b’ c’+0 a b’ c

41/! b” cl! a” b” c//+ 0 a// b” cIl
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O...

Quando nel determinante vi sono più linee complesse ciascuna

può dar luogo ad una somigliante decomposizione. In generale,se

m sono le linee complesse, e le loro componenti siano rispettiva

mente in numero di rx , r,, . . , r,,, , i parziali determinanti sa

ranno r,><r,>< '- ><r,,,. Supposto che il primitivo sia di grado #1,

e che ogni linea sia complessa e formata di m linee semplici, sa

ranno mn i parziali determinanti, i quali possono ottenersi com

binando le linee semplici ad n ad n, a patto di prenderne una

per ogni complessa, e che in ogni parziale determinante le n li

nee semplici siano disposte con lo stesso ordine di successione,

che hanno nel determinante totale le linee complesse alle quali

esse rispettivamente appartengono. '

49. Invertendo il teorema di poc’anzi si ha la seguente propo

sizione:

Più determinanti, iquali differiscono solo per una linea di ugual

nome e di ugual posto, possono riunirsi in un solo determinante, il

quale ugualmente non differirà da ciascuno degli altri che nella li

nea dello stesso nome e della stesso posto; e questa linea nel deter

minante totale sarà la somma di tutte le linee differenti dei parziali

determinanti :

Esempii:

a u+a v +a w=a u+c+x'

a' it’ a’ v’ a’ :c’ a' u’+ v’+:c’

      

a beae’+ab d x+ a be=abcx'+dx+e

a' b’ c’ ' a' ò’ d' a’ b’ e’ a' b’ c’x'+d’x+e'

al! b/I c/l al! bll d/I “Il bi! al! al! b/I cllxfl+dllx+efi

50. Se ad una linea di un determinante se ne aggiunga o tolga

un‘ altra dello stesso nome, si ha un nuovo determinante con una

linea complessa formata di due linee semplici; ed è chiaro che,

decomponendosi in due parziali determinanti, 1' uno di essi ripro

duce il primitivo, e l' altro è nullo, essendovi due linee identi

che. Cosi se alla prima verticale del determinante

a b e

a’ b’ c’

al! b// c/!
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si aggiunga o tolga per/esempio la seconda verticale, risulta

 

a -_+-b b c = a b c i b b 0 °

a’ il), b’ c' a’ b' c' b' b’ 0'

al! + b” b” c” a” b” cl! b” b” c”

   

De’ due determinanti del secondo membro il primo è il dato de

terminante, e l'altro è nullo, perché la prima verticale è identica

alla seconda. Se la verticale aggiunta o tolta alla prima fosse mol

tiplicata per una quantità arbitraria, la conchiusione non sarebbe

diversa, perché nel secondo determinante le due prime verticali

sarebbero equivalenti. Laonde si ha in generale, che:

Un determinante non cangia di valore se ad una linea si aggiun

gano o tolgano altre linee dello stesso nome, anche moltiplicate o di

vise per quantità arbitrarie.

51. Questo teorema, oltre alla importanza che ha quasi ad ogni

passo nelle applicazioni de’ determinanti, può farsi sempre ser

vire a rendere più agevole il calcolo de' determinanti numerici.

Sia per esempio da calcolare il determinante

9 13 17 4

18 28 33 8 (1)

30 40 54 13

24 37 46 11

Con l’aiuto del teorema precedente possiamo successivamente tra

sformarlo in quelli che seguono, ad elementi più semplici;

1114 1111 10 o o

2418 2411 1 2-1-.1
41213 (2)’ 4126 (3)’ 4_3-2 2 (4) ’

24211 2423 2 2 01

2-1-1 4_1 0

-3-1 2 (5). -7_2 0 (e).

2 o 1 2 01

Il determinante (2) è dedotto da (i) sottraendo l' ultima dalle al

tre verticali dopo averla rispettivamente moltiplicata per 2, per 3,
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per 4.Nel (2) 1’ ultima verticale 'si può rendere più semplice.

sottraendone la somma di tutte le altre; ed in tal guisa si ha

il determinante (3) in cui sono uguali gli elementi della prima

orizzontale, circostanza ch’è utile di avere in mira nel calcolo

dei determinanti numerici. Sottraendo nel (3) la prima verticale

da ciascuna delle altre si ottiene il (4), nel quale è lecito di sop

primere la prima orizzontale e la prima verticale (n.° 43) e si ha

così il determinante (ti), ch’è di 3.° grado. Aggiungendo in que

sto determinante l” ultima alla prima orizzontale, e sottraendola

dalla seconda moltiplicata per 2, si passa al determinante (6), nel

quale si può sopprimere l’ultima orizzontale e l' ultima verticale;

il che infine conduce al determinante di 2° grado

4-1

_7_2|

 

che si calcola immediatamente, e ne risulta che il proposto deter

minante equivale a-15. Si comprende del resto che siffatta

trasformazioni e riduzioni possono essere regolate in diverse ma

niere; e basta un poco di abitudine per riconoscere le meglio con

venienti. _

52. Ma per rendere sempre più familiare 1' ultimo teorema,

soggiungiar_no alcuni csempii, i quali, mentre danno luogo a no

tevoli trasformazioni, servono d’altra parte ad importanti appli

cazioni sia di geometria, sia di analisi.

I. Supposto che gli elementi di una linea di un determinante

siano tutti uguali ad 1, sarà lecito di accrescere o diminuire di

una medesima quantità arbitraria tutti gli elementi di ogni altra

linea dello stesso nome, poiché ciò equivale ad aggiugnerle 0 to

glierle la linea delle unità, moltiplicata per la quantità arbitra

ria. Ora, se il determinante è della forma

ahi ahi ° al," 1

al, I afi;fl ' ai," 1

a", l a”, I ' anni 1

1 1 1 0
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la detta trasformazione potrà essere praticata tanto per orizzon

tali, quanto per verticali, e quindi supponendo due serie di quan

tità arbitrarie e,, e, . . , 13,, e 7,, 7,, . . , 1,,, il dato determinante

si trasforma nel seguente

al,n+i3n+7x 1

aa,n+fin+'la 1

al,l+pl+7l ax,s+pa+1: '

aa.x+.ez+'h an,fl+fia+7a °

afl.l+fix+1n an,a+pa+l'n ' an.n+fin+7n 1

' 1 1 . 1 o

Il. Consideriamo il determinante di grado n

A= 1 1 1 . 1

all ag a, a"

a," a,‘ a,” . a,f

1,. g. a,’ a; a,’ a,“

anfi-Ia‘fl-I aan-l agn-I

in cui a, , a, , a, , . . , a, sono n quantità arbitrarie, e ciascuna

verticale è costituita dalle successive potenze di una di esse dal

grado zero al grado n-l. Ora, se si trasforma una verticale,per

esempio la r""', togliendone un’altra apiacere, come la s'"“, cade

sotto l’occhio che la medesima acquista il fattore a,-a, , il quale

perciò sarà un divisore del determinante A; ma quindi risulta

che questo determinante è divisibile per tutte le difl‘erenze a due

a due delle n quantità di cui si tratta; e perciò lo sarà anche pel

prodotto di tutte queste differenze. È chiaro intanto che un tal

prodotto è una funzione omogenea delle dette quantità, di grado

1
În (n-l); e siccome il determinante A è anch’esso una funzione

omogenea dello stesso grado delle quantità medesime, ne segue

che il determinante ed il prodotto non possono differire che per

un fattor numerico, il quale può determinarsi esaminando uno
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stesso termine nell'una e nell‘altra funzione. Per comporre con

metodo ordinato il prodotto di tutte le differenze delle quantità

date a due a due, senza mancarne alcuna, converremo di togliere

successivamente ogni termine della serie a,, a,, a,,..,a, da tutti

gli altri che lo seguono; ed allora adottando, come si usa ordi

nariamente, il simbolo n (a, , a,, a, , . . , a,,) per indicare il pro

dotto di tutte le differenze a due a due di queste quantità, rego

late come si è detto, avremo

n (a: ’ al ' a: ’ ‘ ' ’ un) = (an_az) (al_al) (a4_ai)>< ' ' ><(an_al)

- (de’-al) (asùaa)>< ° ' ><(an_ag)

(as_as)>< ' ' x<an_aa)

(a._a._.),

Attualmente, se si moltiplicano i soli primi termini di tutte le

differenze, si ha l‘espressione

a, a,’I a,” a,‘ X - - x a,,”"

come un termine del prodotto, affetto dal coefficiente + 1 , il

quale evidentemente non può contrarsi con altri; ma questa espres

sione si ritrova come termine principale nel determinante A, af

fetto ancora dal cofficiente + 1 ; dunque da ciò che si è detto ri

sulta che il determinante ed il prodotto sono identicamente ugua

li; vale a dire si ha

A=H(a,, a,, a,, . ., a,,).

Così avremo per esempio

  

n (a, , a,)= 1 1 =a,-a,

al al

n(a,, a,, a,) 1 1 1 =(a,-a,) (a,-a,) (a,-a,)

al al a,

axfl agi ai!

etc. etc. etc.
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III. Suppoaendo il determinante

0 1 1 1

i 0 d“ e“

1 di 0 bi1 62 b‘3 0

potremo, senza alterare il suo valore, moltiplicare le quattro oriz

zontali per bcd; e poi dividere ordinatamente per cd, bd, be, tanto

le tre ultime orizzontali, quanto le tre ultime verticali, poiché ciò

equivale a moltiplicare e dividere nel tempo stesso per b‘c‘d‘ il

dato determinante, il quale in conseguenza per tal guisa si muta

nell'altro

iL

0bcd

b0dc‘

cd0b'<2>

dcb0

Or si osservi che nella forma (i) il determinante resta immutato

cambiando il segno sia a b, sia a c, sia a d; e però sarà lecito di

praticare sifl‘atti cangiamenti di segno anche nella forma (2). In

tanto se nel determinante (2) alla prima orizzontale si aggiungano

tutte le altre, quella orizzontale acquista il fattore b+c+d, il

quale adunque è un divisore del determinante; ma poi risulta dalla

osservazione di poc‘ anzi che il determinante è ancora divisibile

per -b+c+d, per b-c+d, e per b+c-d; ed in conseguenza

sarà divisibile pel prodotto

(b+c+d) {b+c-d) (b-c+d) (-b+c+d).

D'altra parte, siccome questo prodotto di quattro fattori lineari

omogenei e, al pari del determinante, una funzione omogenea di

4.° grado delle b, c, d, ne risulta che il prodotto ed il determinante

non possono differire che per un fattor numerico; ma esaminando

uno stesso termine nelle due funzioni, come per esempio d‘, ve

dremo che nel prodotto questo termine è affetto dal coeliìciente

l

-1, e nel determinante dal coefficiente (---1)ÎM=+1 (0° 24.);

1;
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Segue da ciò che il prodotto col segno cambiato e algebricamente

uguale al proposto determinante; e si ha quindi in diverse forme

0 i 1 1 = 0 b c d

1 0 d’ e“ b 0 d e

1 d2 0 b“ c d 0 b

1 c' b‘ 0 d e b 0

=- <b+f+d> <b+c-a> <b-c+d) (-b+v+d)°

È noto dall‘applicazione dell'algebra alla geometria che tal pro

dotto col segno mutato esprime sedici volte il quadrato della su

perficie del triangolo di lati b, c, d; e quindi, anche ciascuno dei

determinanti, col segno cambiato, esprimerà sedici volte il qua

drato della superficie dello stesso triangolo; ma queste relazioni

tra determinanti e diverse figure di geometria saranno diretta

mente dcdotte nelle applicazioni, senza farle dipendere da espres

sioni già conosciute.

.. IV. In un modo presso a poco consimile si dimostra facilmente

la seguente eguaglianza

a b c d =(a+b+c+d) (a+b-c-d) (a-b+c-d) (a-b-c-t-d)

b a d c

c d a b

d c b a

Di fatti aggiungendo alla prima orizzontale del determinante tutte

le altre, si vede ch’essa acquista il fattore a+b+c+d, il quale

perciò è un divisore dello stesso determinante. Se poi dalla somma

della prima e della seconda orizzontale si tolga quella della terza

e della quarta, si riconosce come un altro divisore a+b-c-d.

Inoltre se dalla somma della prima e della terza si tolga quella

della seconda e della quarta, si vedrà nascere ancora il divisore

a-b+c-d. E finalmente dalla somma della prima e quarta, to

gliendo quella della seconda e terza, si trova parimenti come

divisore a-b-c+d. Potrebbero ancora farsi altre combinazioni,



35

ma, a parte i segni, si tornerebbe ai medesimi divisori.Quindi e

manifesto che il determinante è in valore assoluto uguale al pro

dotto dei quattro divisori messi in veduta; ma siccome nel deter

minante e nel prodotto il termine a‘è affetto dal coefficiente +1,

si conchiude che le due funzioni sono identicamente uguali.

Se in questa eguaglianza si muta il segno ad ma delle quattro

grandezze a, b, e, d, per esempio ad a, avremo

-a b c d

b --a (l e

c d --a b

d e b -a

=- (a+b+c-d) (a+b-c+d) (a-b+c+d) (-a+b+c+d);

e quindi risulta da una formola conosciuta che il determinante

attuale, col segno mutato, esprime sedici volte il quadrato del

l'area del quadrilatero iscrittibile in un cerchio, di lati a, b, c, 4.

Quando a=0 l’ ultimodeterminante si riduce a quello poco in

nanzi considerato.

g. v.

DECOMPOSIZIONE DE’DETERMINANTI

IN SOMME DI PRODOTTI DI MINORI COMPLEMENTALI.

53. Supposta una matrice formata con m linee parallele di un

determinante di grado n, se tutti i minori di grado m compresi in

questa matrice si moltiplicano pe’ rispettivi complementi algebri

ci, i prodotti saranno altrettante parti del primitivo tra loro di

verse (n° 32), da ciascuna delle quali risulta un numero di termini

espresso (n° 20) da

1x2><3>< -' ><m><l ><2><3>< "><(n-m);



36

e siccome i_minori sono al numero di (n° 18)

n(n-1) (n--2) . . . (re-m+l)

1><2><3><-v ><m ’

 

ne segue che tutti itermini nascenti dalle dette parti sgranno

1><2><3>< -- ><n, quanti sono i termini del primitivo, il quale

perciò è uguale alla loro somma. Quindi risulta che:

Ogni determinante equivale alla somma de’prodotti di tutti i mi

nori compresi nella matrice formata con m linee parallele qualun

que pe’ rispettivi complementi algebrici.

        

Esempio

abcd= ab aey-ac vy(+ad vx|

al b! cl di a! b! ‘x! y! al 6! vi y! a d vi xl

uva:y +bc uy-bd ux+cdluv

u! v] x! y! b! 0! “1 y! b! dl u! xl c! dl u! v!

          

Bi. Quantevolte nella matrice de' minori, che ora per fissar le

idee supporremo formata dalle prime m orizzontali del dato de

terminante, vi siano alcune verticali che abbiano tutti gli ele

menti nulli, ed avvenga che il numero delle rimanenti sia minore

di m, i detti minori saranno tutti nulli, perché in ciascuno vi è

per lo meno una verticale di elementi nulli; e perciò anche nullo

è lo stesso primitivo. Se poi il numero delle rimanenti verticali

sia uguale ad m, il primitivo sarà uguale all’unico prodotto del

minore formato con queste m verticali pel suo complemento al

gebrico. Cosi si ha per esempio ‘

a 110 00 =0.

a’b’0 00

a”b”0 00

tuo xy

t’ u’v'x’g’



  

abeOO=achO-.:abc xy

a’ b’ c’00 a’ b’c’0 0 a'b' c’ z’y'

a”b” c”00 a”b”e”0 0 a”b” e”

tuva:y 000.1:y

t’ u'v'x’y’ 0 0 0 x’y'

55. La proprietà dimostrata conduce all’ altra che segue:

La somma de’prodotti di tutti i minori compresi in una matrice

di m linee parallele di un determinante pe' complementi algebrici dei

loro omologhi compresi in un' altra matrice di m linee dello stesso

nome, è identicamente nulla.

Iniperocchè ciò torna a supporre che nel dato determinante vi

siano due o più linee identiche, e quindi è nullo. Cosi supposto

il determinante del n.° 53, ed applicando per esempio il teorema

ai minori compresi nella matrice formata con le due prime oriz

zontali, ed ai complementi di quelli compresi nella matrice co

stituita dalla seconda e quarta orizzontale, si avrà

--lab cd+aclbd-adllbe .

. Va’b’l|xy |a’c’ Iv y| la'd’ va: )_0

--b c ad+lbd nel-le dilab)_

Ib'c’Huy b’ d’l lux c’d' un

'Ora il primo membro di questa identità non è altra cosa che lo

sviluppo che si otterrebbe applicando il teorema del n.° 53 ai mi

nori compresi nella matrice formata con le due prime orizzontali

del determinante identicamente nullo

abcd

-a’b’c'd'

abcd

uvxy

56. Per tradurre in formole i due teoremi, che precedono, è

uopo adottare una convenzione, la quale permetta di indicare ed

individuare di una maniera concisa i minori di un primitivo di
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grado n, compresi in una matrice di m linee parallele; ed a tale

effetto bisognerà considerare con un certo ordine le combinazioni

ad m ad in de’ numeri 1, 2, 3, . . , n; che perciò supporremq_ da

ora innanzi composte e distribuite come segue:

I. In ogni combinazione i numeri saranno disposti in ordine

diretto (no 1).

II. Considerando le combinazioni come termini di una se

rie, scriveremo in primo luogo quelle che cominciano da 1; poi

quelle che cominciano da 2; e così di seguito; ma a patto ancora

che tra i numeri di qualunque combinazione non debba esservene

alcuno più grande di quelli che entrano nella seguente.

Per esempio co‘ numeri 1, 2, 3, 4, 5, combinati a tre a tre, si

forma la serie

(1,2,3) (1,2,4) (1,2,5) (1,3,t) (1,3,5) (1,4,5)

(2,34) (23,5) (24,5) (2)

(3,4,5)

in cui ciascuna combinazione prende un posto determinato. Per

tanto noi ricorderemo un tal sistema col nome di sistema ordi

nato di combinazioni, contandole per numeri di ordine progres

sivi 1, 2, 3, . . . ; ed è poi manifesto che una combinazione è per

fettamente definita, quando è dato il suo numero di ordine.

57. Data una matrice di m orizzontali ed n verticali, e suppo

sto m<n, combinando le verticali ad m ad m, possiamo dedurne

un sistema di determinanti di grado m (n° 18). Ma supposto il

sistema ordinato delle combinazioni ad m ad m de’ numeri 1, 2,

3, . . , n, quel sistema di determinanti potrà dirsi sistema ordi

nato de‘ determinanti della matrice, ed allora il numero di ordine

di una combinazione qualunque diverrà numero di ordine del

corrispondente determinante; di modo che per individuare un de

terminante della matrice, basterà assegnarne il numero di or

dine.

In simil guisa da un determinante di grado n può dedursi un

sistema ordinato di matrici, combinando ad m ad m sia le oriz

zontali sia le verticali; ed il numero di ordine di una combina

zione numerica sarà numero di ordine della corrispondente ma
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trice; assegnato il quale , essa sarà definita ed individuata.

58. Ciò premesso, siccome ogni minore di grado m è un deter

minante comune ad una matrice di m orizzontali del primitivo,

e ad una matrice di m verticali (n” 26), è chiaro che per indivi

duare ungdeterminante minore basta assegnare i numeri di ordine

delle due corrispondenti matrici. In conseguenza adottando un

simbolo, come h, per indicare un minore qualunque di grado m,

per dinotare in particolare quello comune alla r"“‘ matrice di

orizzontali ed alla s'"“ matrice di verticali, scriveremo hm; di tal

che i minori compresi in queste due matrici saranno rispettiva

mente rappresentati da hm , hm , hm , . . . , hm, ed hm, hm ,

hm, . . , hm, esprimendo v il numero delle combinazioni ad m

ad m di n cose. Supposto per concretar le idee che h dinoti un

minore di 3° grado in rapporto al primitivo di 5° grado (‘)

al: “II a'l' alL ali

ai: “32 a2: da!

al] “la a" al‘ 0,3

ai: a4! a4! “44 “45

“II “52 a8: a54 a5!

vedremo per esempio che hm accenna il minore compreso nella

3a matrice di orizzontali e nella 7‘ di verticali, le quali, osser

vando alla serie (2) , corrispondono alle combinazioni (I, 2, 5),

(2, 3, 4). Trattasi adunque del minore che risulta dalla matrice

delle orizzontali 1“, 2’, 5‘, e da quella delle verticali 2“, 3‘, 4';

e perciò si ha

hl,'l: al! a" alL .

“lì al! “2‘

afl'fl a3! '“5‘

Dopo ciò, chiamando Hm il complemento algebrico del minore

(') Per rendere più semplice la notazione degli elementi di questo determi

nante abbiamo soppresso la virgola tra i due indici, e praticheremo lo stesso

semprecchè non possa esservi luogo ad equivoco. -
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hm, il teorema del numero 53 si tradurrà nell’ una e nell’ altra

delle formole

‘ P=hr.rnr,i+hr.sflr.n+ ' ‘ ‘ + hr,vHr.v 9

P=h,,H,,+h,,ll,,+ . . . + h,,H,, ;

secondochè si applica ad una matrice di orizzontali, e ad una ma

trice di verticali; e quello del numero 55 si traduce in

0=hf.le,x+hr,aHl.l+ ' ' +hr,vH|,o ’

0dl,THLI-I_hI,THQJ+ ' ' +hv.fHa.l;

ma riunendo idue teoremi può dirsi che ciascuno de’ secondi

membri equivale al determinante P, se gl‘ indici r ed s hanno va

lori uguali, ed è nulla nel caso opposto.

5. VI.

MOLTIPLICAZIONE DE, DETERMINANTI.

59. Se si abbiano due determinanti di gradi uguali, e tutti gli

elementi di una linea dell‘uno si moltiplichino pe' corrispondenti

elementi di una linea dell' altro, la somma de’ prodotti si dirà

prodotto delle due linee. Posto ciò siano i due determinanti di

grado n '

a, a, 0,. a, aix a. a,.otn

bi bi bl’ bfl p: pipl‘pfi

P=c,c,c,.c,,, 7,7,7,.7,,;

z, i, 1, . 1,, >., i, >., . >.,,

dimostreremo che il loro prodotto si può esprimere con un altro

determinante di grado n, che si costruisce come segue « Gli ele

» menti della prima orizzontale del prodotto si hanno moltipli

» cando la prima orizzontale di P per tutte le orizzontali di Q;

» quelli della seconda, moltiplicando la seconda orizzontale di P

» per tutte le orizzontali di Q; e cosi di seguito, fino all‘ ultima

» orizzontale del prodotto, i cui elementi si avranno moltiplL
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» cando l’ultima orizzontale di P per tutte le orizzontali di Q.

Chiamando K il prodotto, si ha dunque il de

terminante che qui vedesi scritto di fianco.

Gli elementi di K sono tutti polinomii di n

termini, ciascun dei quali ha due lettere con

lo stesso indice, una latina, l’altra greca: in

dice che ne‘ termini di ogni polinomio cresce

in ordine naturale da 1 ad n. Quindi ogni ver

ticale di K può riguardarsi come la somma di n

linee semplici, nelle quali figurano gl’ indici

Successivi 1, 2, 3, . . , n; ma importa di no

tare che le n linee semplici della prima han

no per fattori gli elementi della prima oriz

zontale di Q; quelle della seconda hanno si

milmente per fattori gli elementi della se

conda orizzontale di Q; e cosi di seguito.;

donde segue che in tutte le verticali di K so

no equivalenti le linee semplici di ugual po

sto, cioè tutte le prime, tutte le seconde, etc.

Dopo ciò decomporremo il determinante K

in parziali determinanti ad elementi monomii

(n° 47), ciascun de’ quali sarà formato da n

verticali semplici, prese una per ogni verti

cale complessa, a patto che nel determinante

parziale siano disposte con l’ordine medesimo

con cui si succedono nel determinante totale

le corrispondenti verticali complesse; il che

importa che nelle orizzontali di ogni deter

minante parziale le lettere greche a, (8,7, . . , 1

debbano sùccedersi in ordine alfabetico. Si ri

fletta intanto che tra i detti parziali determi

nanti sono nulli tutti quelli in cui si trova più

di una verticale con lo stesso indice; sicché

non restano che i soli determinanti iquali

risultano da combinazioni di verticali in cui __

tutti gl'indici son diversi; e però quelli che corrispondono alle

permutazioni de’numeri 1, 2, 3, . . , n.Gonsiderando per esempio

o

ugul+.+Ìgfìl+lgîz+Igl,“2141+.+Inî1+lpîl+lvll

‘.Idfia+.+ngro+ugz9+rgyrounuo+.+Snflo+Iwio+l»lo=H

.-uguq+.+sgcq+zgzq+XdlqUpfiq+.+llnîq+5nlq+Îplq .-"d“n+-+‘sl‘c+‘d'n+‘d‘n“»"n+'+‘v'o+'fl'n+‘v‘n

"r“a+'+“(‘0+‘v‘o+‘z‘o

“(Ùq+.+i,(lq+I(Iq+lth

"r"o++‘r'c+'(‘b+'('n
.+S{II+ÌIÌI+IKII..

7
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il determinante che corrisponde alla permutazione principale, è

chiaro ch'esso_ ha la forma

ai“: ama: “I'Ì'I aflìl ; \

bi“: 0.5. ha?! ' bn)'u

Cl“: 61.91 6:7: ca)»

l,a, 1,5, 1,7, l,li

ma mettendo in veduta i fattori a, , 5,, y, , . . , in, cui daremo

l'ordine istesso che hanno in ogni orizzontale, il determinante si

muta nel prodotto

al a. al ‘ "n x “xfia7a‘Jn.

b, b, b, . b,,

C: ca a cn

1 l l l
l I I '

Or questa espressione può tenersi come tipo generatore di quelle

di tutt’i parziali determinanti, poiché se ne deducono permutando

in tutt‘i modi, e nella stessa maniera gl’ indici interni ed ester

ni. Possiamo tuttavia dispensarci dal permutare gl’ indici inter

ni, perché il valore assoluto del fattore determinante è costante.

comunque si permutino le verticali, ed uguale al determinante

P; il quale adunque può tenersi come fattor comune a tutte le

dette espressioni, purché all’altro fattore si dia il +- o il -, se

condoché è pari e impari il numero delle inversioni negl’indici.

Ma quindi risulta che il determinanteK si trasforma nel prodot

to del determinante P per un polinomio i cui termini si deduco

no dal tipo a, p, 7, . . 1,, , col permutare gl’indici in tutti modi,

rimanendo ferme le lettere; e dando ad ogni termine il segno che

gli compete per la solita regola; ond’é che questo polinomio non

e altra cosa che il determinante Q; ed in conseguenza si ha, co

me dovea dimostrarsi

K=:PQ.

60. Secondo la regola dichiarata per costruire il determinante
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K può dirsi che P funziona da moltiplicatore, e Q da moltiplican

do; perchè gli elementi di una stessa orizzontale di K si otten

gono moltiplicando una stessa orizzontale di P per tutte le oriz

zontali di Q; ed in questa ipotesi l'elemento s'"° della r'"“ oriz

zontale diKèil prodotto della r“ orizzontale di P per la s"‘“ oriz

zontale di Q. Segue da ciò che gli elementi della s'“‘ verticale di

K sono i prodotti delle successive orizzontali di P per la s"“‘ oriz

zontale di Q; e quindi si vede che, se si scambia l' ordine de'fat

tori, vale a dire se si prende P per moltiplicando e Q per molti

plicatore , altro non si fa che mutare nel determinante prodotto

le orizzontali in verticali. Ma è opportuno di osservare che,qua

lunque sia l‘ ordine de' fattori, il principale r"° elemento del pro

dotto si ha sempre moltiplicando le r'"" orizzontali de’ fatt0ri, di

tal che i principali elementi del determinante prodotto risultano

tutti da orizzontali omologhe de’ fattori medesimi.

Abbiamo adunque un metodo di moltiplicazione de’ determi

nenti che può dirsi per orizzontali; ma si comprende che unifor

memente possono ideterminanti moltiplicarsi per verticali; ed

anche per orizzontali e verticali. Così gli elementi del determi

nante prodotto possono assumere forme e valori diversi; ma il va

lore algebrico del determinante sarà sempre lo stesso. Ecco al

cuni esempii di moltiplicazione di determinanti.

a b

a' b’

ax+a'x’ ba:+b’x’ -

ay +a'y’ by +b’y’

«1 w+b y a :v'+b y’ =

alx+bly alxl+blyl

   

x y

‘w'y’

  

a b c x y z

a’ b’ c’ a." y' z'

a// bl/ c” E” y” z”

= ax +by +cz ax' +by’ +cz’ ax” +by” +cz”

a’a.‘ +b’y +c’z a'x’ +b’y’ +c’z’ a’w” +b’y” +c’z”

allx+blfy al/w' +b/Iyl +c/lz’ alfxll+bllyll +cllzll

61. Con lo stesso metodo si possono moltiplicare i determi

nanti di gradi disuguali, bastando perciò di ridurre il determi
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nante di grado più basso al grado dell’altro (n.° 43). Così avremo

per esempio

abcd (xyl=abcd ccy00

a’ b' c’ d’ ec’g' a’ b’ c' d’ a:' g’ 0 0

pqrs pqrs 0 010

p, qlrl 3! pl qlrl s! 0 0 0 1

= aa:+by ax’ +b-y’ c d

a’ac+b’y a'x'+b’y’ c' d’

in +q il M’ +qu’ r S

p'w+q’y p’w' +q'y’ r’ s’

62. Supponendo identici i fattori P e Q si ha un metodo per

elevare a quadrato un determinante. In tal caso adunque si ha

K=P'; e siccome gli elementi della r"“' orizzontale di K sono i

prodotti'della r'"“ orizzontale di P per tutte le orizzontali dello

stesso P; e d’ altra parte in questi prodotti si hanno pure gli ele

menti della r'"“ verticale di K (n.° 60), ne risulta che la r"“' oriz

zontale di K è identica alla r'"“ verticale. Inoltre bisogna osser

vare che il principale r’"° elemento di K è il prodotto della r”'“

orizzontale di P moltiplicata per sé stessa; e perciò (n‘ 17 e 19):

Il quadrato di un determinante è un determinante simmetrico;

ed ogni suo principale elemento è una somma di quadrati. Gioverà

poi tener presente che il principale r"'° elemento è la somma dei

quadrati di tutti gli elementi 0 della r""’ orizzontale del determi

nante radice, o della r’"“ verticale, secondochè la elevazione a

quadrato è operata per orizzontali, o per verticali. Ecco degli

esempii:

     

   

a b 2= aa +bb aa’ +bb' = aa +a'a' ab+a’b' ;

a’ b’ aa'+bb’ a’a’+b’b’ ab ‘+a’b’ bb+b’b’

a b c ’= aa +bb +cc aa’ +bb' +cc’ aa” +bb" +cc”

a' b' 0’ ad +bb’ +cc’ a’a'+b'b’+c’c’ a’a”+b’b” +C'c”

_ a” b/I cl] aa/l+bbll +cc/l a’a/l+blbll+c’cll alla/[+b/lbll +cllcll

'- 63‘. La notazione a doppio indice permette di tradurre in [or-
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mole il metodo per la moltiplicazione de'determinanti. Sia

P: ai,1 ax,n ' az.n ’ Q: bx,x bi.a ‘ bl,fl ’

an,r ama ° al.» b b ,n ’ bi.»

afi,l afl,I ' ah,” bfl,l bh,l ‘ bn.n

01,1 61,9 ' cx,n ;

chi. ci,‘ ‘ ci."

0 - Q

67h! cfi,l ' cfhfi

cosi per gli elementi di K avremo l' una o l’altra delle formole

Cr,|=ar.rbr,r+ar.nbz.a+ ' ' +ar,nbz.n '

cf.;al,fbl,i+ai,fbl,l+ ‘ ° +an,rbn.s ’

secondochè si opera per orizzontali, o per verticali, e nelle quali

gl’ indici 1‘ ed s possono prendere tutt‘i valori 1, 2, . . , n.

Se P e Q sono identici, e quindi K=P‘ , le formole divengono

cr,r:ar.rax.r+ar,nasm+ ’ ' +ar,nal,n v

cf.l=at.fal,l+al,fal.l+ ° ° +an,ran,s ;

e siccome i secondi membri non mutano, cambiando r in s, e vi

ceversa, risulta in ogni caso cr,,-_-c,,; il che dimostra , com’ era

già noto, che il quadrato di un determinante è un determinante

simmetrico. Per r=s le ultime formole si riducono a

cf.r=aî,,+aî..+aà.+ -- +aî... .

Ì . l '

rr,r=ax,r+aa.r+aa.r+ ’ ‘ +an,r ;

e si ritorna così alla conosciuta composizione degli elementi prin

cipali del quadrato di un determinante.

64. Applicando il metodo della moltiplicazione de'determi

nanti a due matrici simili (n.° 16, V) si palesano importanti
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risultarnenti. Siano le due matrici di m orizzontali ed n verticali

a, a, a, (In a, al, a. . a:“

b b . b . ,,b; I II n ’ iîx fil p.l . p.z,l,l,.l,, i,i,>.,.i_

in cui supponiamo che le lettere a, b, c, . . , 1,0 le altre a, p, 7, . . 1

siano al numero di m. Per fissar le idee applicheremo a queste

matrici il procedimento della moltiplicazione per orizzontali; ma

sarà facile di volgere le conchiusioni al caso in cui si operasse

per verticali.

È chiaro innanzi tutto che in tal guisa si ottiene una matrice

quadrata di grado m; e però, se dinotiamo con L il suo determi

nante, osserveremo ch' esso differisce dal determinante K del

n.° 59 solo in ciò che, mentre K e di grado n, ed ogni sua verti

cale è la somma di n linee semplici, nel determinante L poi, che

è di grado m, ogni verticale è la somma di n linee semplici, nu

mero che per ipotesi è diverso da m. Ora sono da distinguere due

casi; 0 m è maggiore di n; o m è minore di n.

Caso I; m>n. In questa ipotesi decomponendo il determinante

L in determinanti ad elementi monomii, dovranno combinarsi le

sue verticali semplici ad m ad m, col prenderne una per ogni com

plessa; ma essendo m>n, in ogni combinazione di m verticali vi

sarà qualche indice ripetuto, cioè in ogni parziale determinante

vi saranno verticali equivalenti; quindi ciascuno di essi è nullo;

e perciò anche nullo è il determinante L. Adunque, quando m>n,

si ha L=O. <

Caso Il; m<n. Combinando ad m ad m i numeri 1, 2, 3, .., n

ogni combinazione comprende numeri tra loro diversi;ed è chia

ro che ciascuna dà nella decomposizione di L un sistema di tanti

parziali determinanti, quante sono le permutazioni di m cose: si

stema che si trasforma nel prodotto di due determinanti di grado m,

l’uno formato con le m verticali della matrice (P) definite da'nurneri

di ordine che entrano nella detta combinazione, e l’altro con le m

verticali omologhe della matrice (Q). Intanto siccome ogni corn

binazione dà luogo ad una somigliante conchiusione, risulta in
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fine che il determinante L si trasforma nella somma de‘ prodotti

di tutt’i determinanti della matrice (P) pe’ rispettivi determinanti

omologhi della matrice (Q); e perciò se i determinanti ordinati

(n.° 57) della prima si dinotino con p,, p, , p, , . . ,p, , e quelli

della seconda con qx , q, , q, , . . , q,- (indicando e il numero delle

combinazioni ad fa ad m di n cose), si avrà

L=p.q.+pn.+p.q.+ -- +M.

Dopo ciò può dirsi che il determinante L equivale al prodotto

_ delle matrici (P) e (Q), e sarà anche lecito di scrivere

L=(P)><(Q):

ed intanto, riassumendo ciò che precede, possiamo enunciare la

seguente proposizione: '

Se si moltiplicano per orizzontali due matrici simili di m oriz

zontali ed n verticali, il prodotto ènullo, quando è m>n; e quando

è per l'opposto m<n, il prodotto sarà uguale alla somma de’pro

dotti di tutt’i determinanti di una delle matrici pe’ rispettivi deter

minanti omologhi dell’ altra.

Esempii:

a a’ a: w’: aa:+a'a:' ay+a’y’ az+a'z' :0

b bf g y’ ba: +b’x' by+b’y’ bz+b'z’

 

      

c c’ z z’ ca:+c’x' cy+c’y’ cz+c’z’

a b c x y z =ax +by +cz ax’+bgg'+cz’

a’ b’ c’ a:' y’ z’ a’x+b’y+c’z a'x’+b’y’ +c'z'

=ablwy+ac a:z+bc yz

a' b’ .2:’ y’ 11' c’ - ac’ z’ b’ c' y' z’

           

È ora evidente che le conchiusioni del teorema precedente s’in

vertono se la moltiplicazione delle matrici sia operata per verti

cali. In questo caso il prodotto è nullo se m<n; e se m>n, sarà

uguale alla somma de'prodotti di tutti determinanti di una delle

matrici pe' rispettivi determinanti omologhi dell’ altra. Possono
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valere all‘uopo gli stessi due esempii di poe’ anzi ; imperciocchè

eseguendo nel primo la moltiplicazione per verticali si ha per risul‘

tamento il secondo membro dell’altro esempio; mentre,viceversa,

eseguendo in questo la moltiplicazione per verticali si ha per ri

sultamento il secondo membro del primo esempio. ‘

65. Supponendo identiche le due matrici, i prodotti dei loro

determinanti omologhi divengono iquadrati dei determinanti di

una di esse. Allora, se m>n si avrà

L=(P)°=O ;

se poi m<n, sarà

r

" L=(P)'=p.‘+n'+p.’+. . -+p.’:

ed il teorema si modifica come segue:

Elevando a quadrato per orizzonlali una matrice di m orizzorv

tali ed n verticali, il quadrato è nullo, se m > n; e se m < n, sa

rà uguale alla somma di quadrati di tutt’i determinanti della ma

trice.

Esempii:

a a’ =' aa+aa' ab+a’b’ ac+a’c’=0;

b b’ ab +ab' bb +b'b' be +b'c’

    

 

c c' da +ac’ be +b’c' cc +c'e’

a b c ’= aa +bb +cc aa’ +bb +cc'

a’ b’ c' aa'+bb’+cc’ a’a’+b'b’+el e’

=ab“+ac‘+bc’

l al I)! a/c/ b/c/

 
   

Quest' ultima identità ridotta in forma ordinaria porge la cono

sciuta relazione

(a”+b’+c‘) (a’“+b"+c")-(aa’ +bb’ +cc’ )’

=(ab’-ba’ )’ + (ac’_ca’ )‘ + (bc’-cb’ )’a .

66. Da ciò che precede, e da’ chiarimenti espressi nel n° 59,

or si deduce immediatamente il seguente teorema:
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Qualunque minore del prodotto K di due determinanti P e Q, 0!

tenuto per orizzontali, equivale al prodotto delle matrici parziali di

P e Q, costituite rispettivamente dalle orizzontali definite dagli stessi

numeri di ordine delle orizzontali e delle verticali di K, le quali con

corrono a formare il detto minore.

Cosl.se P e Q siano i determinanti deln.° 63 si ha per esempio

62,! 02,! = “2,: GLI aa,a ' an.n bl.l bx,a bl,! ' bx,n

    
  

0‘,1 c‘.‘ bfl,l bl,l b3,l ° bi,"ab: a4.2 a»! ’ a4.n

11.. b... b... b...

b.,. 0.2 b.,. b...

67. Le convenzioni fatte al numero 57 permettono di tradurre

in formole il teorema di poc’anzi. In fatti, se dinotiamo con hf,I ,

p“, q,,, i minori di grado m de’ determinanti K, P, Q, che in

ciascuno son comuni alla 1"“ matrice di m orizzontali ed alla r”"f

matrice di m verticali, si ha la formola rispondente al teorema

al.l a2,i + (12,1 a"; + etc.

        

(ta4.l a4.2 4,1 al»

kf.r- m q...+n.. q...+ - - -+n... q..w

nella quale evidentemente è ancor lecito di cambiare ogni mino

re nel suo complemento ordinario. '

68. Quando il minore km del determinante K si riduce al 1°

grado, vale a dire ad un semplice elemento cm, il teorema ritor

na alla regola per la costituzione degli elementi del prodotto,ope

rato per orizzontali; poiché si riduce a dire che l'elemento cm

equivale al prodotto della r’"“ orizzontale di P per la s’"“ orizzon

tale diQ. In questo caso adunque l'ultima formola non è che l’al

tra già nota (n° 63)

cr,;ar,x bl,l+af,i bs,a+ ' ‘ ' +ar.n bl,fl;

ed ora possiamo aggiungere che in questa formola è lecito di mu

tare ogni elemento nel suo complemento ordinario; e però se adot

tiamo i simboli 7“, «m, e“. per indicare i complementi ordina

rii di cm, a“ , bm, si avrà

7r,r___ar,r fir.x+“r,a .gs.a+ ' ' '+°‘r.n fic,n‘

Ma è agevol cosa di vedere che nella precedente identità ogni ele

s
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mento può ancora mutarsi nel suo complemento algebrico. In

fatti, se idue membri dell' ultima formola si moltiplicano per

('-1)'+‘, e quindi gli esponenti de' termini successivi del secon

do membro si aumentino rispettivamente di 2, 4, 6,.., 2n, il ri

sultamento si potrà scrivere come segue

(_1)"'7r+|=(;1)H'flr.x><(_l)ml9m+(’1)"'«f,.><(-Ì)MPM+

' ‘ +(_l)mar,nx(_l)'+n mi;

e tenendo presente la solita notazione de’complementi algebrici,

si vede che questa formola equivale a

Cr,s=Ar.s Bs,z+Ar,s Ba.s+ ° ' +Af,nBz.n 3

donde poi si deduce che:

Il complemento algebrico di un elemento qualunque cm del pro

dotto di due determinanti equivale alla somma de’prodotti de'comple

menti algebrici degli elementi della 1‘“ orizzontale del moltiplicatore

pe' complementi algebrici dei corrispondenti elementi della s'"“ oriz

zontale del moltiplicando.

69. se sono identici i fattori P e Q del prodotto K, il teorema

del num.° 66 si modifica come segue:

Ogni minore del quadrato K di un determinante P, operato per

orizzontali equivale al prodotto di due matrici di orizzontali di P,

definite rispettivamente da'numeri di ordine delle orizzontali e delle

verticali di K, le quali concorrono a formare il detto minore. E se

il minore è principale, esso allora equivale dl quadrato della ma

trice di orizzontali di P, omologa a quella matrice di K, alla quale

appartiene il detto minore.

Così, supposto che il determinante K del n° 63 sia il quadrato

del determinante P, sarà, per esempio ,

    
f.

61.! 01.: : am ax.n am ' ' ' al.»

CL: 61.: “la “LE '12.: ' ' ’ ai."

__ s 2 n
_ 1.: “ml + “1.: as.s +' al.1 “1.4 + etc

I.l al.l afl,l a," ai“ a2|4
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g. VII.

BERNATE r. mrrnnnnzmu DE'DE'I‘ERIIINAN'I'I.

70. Poiché nella formola

P=«...A...+p..A...+ ‘ - +a...A.,.+ - - +a...A...

le quantità a“, a“ , etc: non entrano nella composizione de’coef

' ficienti A,,, , A,,, , etc: è chiaro che,se gli elementi di P sono tra

loro indipendenti, la derivata di P rispetto ad un si riduce al suo

coefficiente A“; Vale a dire si ha

dP

da...
 

=Ani;

e quindi il seguente teorema:

Se gli elementi di un determinante sono tra loro indipendenti, la

sua derivata rispetto ad un elemento qualunque equivale al com

plemento algebrico dello stesso elemento.

71. Ma questa proprietà è compresa in altra più generale. Sia

arpax ar,,z. ' ' ‘ arm,lm (I)

il prodotto di m elementi del determinante P presi in orizzontali

diverse, e verticali diverse; E il numero totale delle inversioni ne‘

primi e secondi indici; e s’indichi con II il suo complemento al

gebrico (n° 34); così l'espressione

(-1)Earvh a,” h . . . 11%,“. H (2)

dinoterà tutta la parte del determinante P, in cui entrano come

fattori i detti elementi; e perciò la mm derivata di P, presa sue

cessivamente rispetto agli elementi medesimi si riduce sempli

cemente a (-1)‘ H; cioè si ha

d"‘P _

dar.,s. ' ‘ darm, ‘ (3)

da che deriva il seguente teorema:
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Se gli elementi di un determinante sono tra loro indipendenti la

sua m.‘ derivata, presa Successivamente rispetto ad m elementi di

orizzontali e verticali diverse, equivale al complemento algebrico del

loro prodotto, preso col segno proprio o contrario, secondochè il

prodotto, riguardato come algebrico, comporta il + o il -.

72. Dopo ciò è manifesto che l’espressione (2), ossia tutta la

parte del determinante P, la quale ha per fattore il prodotto (1)

può essere rappresentata da

d"P
a a - . . (I

'131 "aw‘a "mw’m darl darz’sa. ' darm,

,81 3m

73. Permutando come piaccia nel prodotto (1) o i primi indici,

o i secondi, astrazion fatta dal segno, si ha sempre un termine

di uno stesso minore, e che perciò ha sempre uno stesso comple

mento algcbrico. Ora, supponendo scambiati tra loro due soli in

dici, per esempio ‘r, ed 1’, , quel prodotto si muta nell’altro

..a
rm"ma

ara. al ai". a. “fa , o,

il quale è di segno contrario ad (1); quindi si ha

d"‘P

da": , Sa ' ' darne , 5m

_.____ f .
da _ ( “IL

7-2,“

e dal paragone di questa relazione con la (3) risulta

d"‘P - d'”P

da,g_,x da,p,fl. . da, da,“x da,p,fl. . darmy,m
m' 'm

Ciò dimostra che due mm derivate del determinante P sono uguali,

ma di segni contrarii, se i denominatori de’simboli chele rappre

sentano differiscono solo per lo scambio vicendevole tra due in

dici sia de’primi, sia dc’secondi.

74. Supponiamo ora che r,, 1‘,, . . , 1‘," siano de‘numeri cre
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scenti al pari degli altri sl , s, , . .., s,,,; in tal caso si ha 1 = 0, e

la (3) si riduce a

d"‘P

(lr,.aa"

=H.

dar-m . e,"d da?“ , Il

Così nella ipotesi attuale la derivata m'"“ di P equivale al com

plemento algebrico del prodotto degli elementi, che figurano nel

denominatore del simbolo,che la rappresenta, 0, ch‘è lo stesso, al

complemento algebrico del minore formato dalle orizzontali e ver

ticali che passano pe’fattori del prodotto; il quale è ora il termi

ne principale dello stesso minore (n° 27). Quindi è che il com

plemento algebrico di un determinante minore di grado m suole

indicarsi col simbolo esprimente la m’"“ derivata del primitivo,

presa successivamente rispetto ai principali elementi di questo

minore; ed in tal caso il segno, che conviene al complemento, e

immediatamente definito dalla somma di tutti gl’indici degli ele

menti che figurano nel denominatore del simbolo (n.° 29), la quale

attribuisce il -|_-' o il -, secòndochè è pari, o impari. Laonde si

ha per esempio

d’P

0 o-a'a," :-__=_a'aj‘a‘ .a’nComp. alg. di n 1 - \ da“ da“ 1 . 1 , 5 x

a3|l 63.3 ahi a4'4 ab! ' ah"

 

ax,fl as.L as.s ’ a=.n

ama an.4 an.s ° “ma

75. La proposizione del n° 70 conduce immediatamente al se

guente teorema:

Il di/f‘erenziale totale di un determinante i di cui elementi si ri

guardano come variabili tra loro indipendenti, equivale alla somma

dei prodotti dei differenziali di tutti gli elementi pe'rispettivi com

plementi algebrici. -

È opportuno di osservare che per ottenere con metodo ordina

te questo differenziale totale si può formare un polinomio con gli

sviluppi simbolici del determinante secondo gli elementi 0 di tut

te leorizzontali, o di tutte le verticali; e quindi cambiarvi ogni
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elemento nel suo differenziale. Cosi supponendo che nel determi

nante P tutti gli elementi a“ siano variabili tra loro indipenden

ti, formeremo dapprima il polinomio

as,zAt.z +al,flAl.fl+ ' ‘ ' + “mi Ax.n

+ an,zAt.l+aa.nAl.n+ ' ' ‘ + “In. AI,”

+ a,_,A,,,+an_,Am+ . . . + aMA,,,,

e quindi mutando ogni elemento nel suo differenziale si avrà

dl_ Al.x daz.x+ Az.ndaz.s+ ' ° ' +Az.ndarà

+ An.x dan,x+ An.ldal,l+ ‘ ' ' +Al,ldal,fi

+ Afl,ldafl.l+Afl,ldafl.fl+ ' ' ' +Afl,fldafl,l

= dax,x dama ‘ dax,n + ax,x 01.: ° “un +"

az,l “La ' ai,» dal,l dal,l ‘ dal,»

al.z al.s ’ aI.» “m as.a °aa.n

an.x an,n ' an,n an,z an.s ‘ ah.»

+ un: at.m al.» .

al.r an.n an.n

, . I. .

ali-LI afi-Ll ' alt-1.1;

da.... da... - da"...

  

76. Se gli elementi di P Sono funzioni di una variabile x,
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dalle formole precedenti si ha subito la sua derivata espressa da

 

dP _ da,,l da“ dam

_d:c- A"‘_dz+AMU+ " + “L» dî

dalil da2,l dal."

+ Al.l ì; +An.nîx_+ ' +Aa.n_dî

da , da da,,,,

+Mar+ '- + a.» .e /

 

= data dax.n dar.n (11.: “1.1 ' al.” + H

da: da: da: daz.l da" daM

a,,x a" . a”, da: da: ' dx

aI.x al.a ’ a|.n al,l asi al."

“n.1 “n.1 - un,» “n.1 “n.1 ' an.n

‘ + al,l ax.n al I

ai] “1,1 ai"

' i...

afl-l,l ali-LI ° aII-IJI

dan.x dafl,l dadi."

da; da: ' da:

e può enunciarsi il seguente teorema:

Se gli elementi di un determinante sono funzioni di una stessa

variabile la sua derivata sarà uguale alla somma de'prodotti che si

ottengono moltiplicando la derivata di ciascun elemento pel suo com

plemento algebrico.

77. Porremo ora in veduta un caso particolare di questo teo

rema che si rapporta ad importanti applicazioni. Siano y,, y,,

y, , . . , 3;, funzioni qualunque di una variabile a, e conveniamo
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d'indicare le loro 1‘W derivate con yhr , y,_, , y“, . . , y,,_,. Posto

ciò consideriamo il determinante di grado 11

X : y; il: il: ' yn

y‘.: 312.1 313.: ' yn.x

y1.a 311,2 31:; ' yn.z

yx,n-x y2.fl-l yl.n-l ' yn.n-x

nel quale gli elementi di una orizzontale qualunque sono le pri

me derivate de‘corrispondenti elementi della precedente. Pren

dendo la derivata di X avremo per l'ultima formola

dx _

d_x_ yr.x ya,x ' 3110,: + y: yz ' 3]» + "

211.1 312.1 ' 3111.: 111.2 y2,e ' yn.n

yx.u y2.z ' yn.e 111.2 312.: “ yn.n

yr.fl-x ya.n-r ' yn.’n-x yr.fl_l ya.n-x ' yn.n-x

' + U: 212 ' yn

311.1 312.1 ' yn.x

yx.2 yfl.n ' yn.z

 

yl,fl y2.fl ' un."

ma in questi determinanti, fuorché nell‘ultimo, vi sono sempre

due orizzontali identiche, e perciò si annullano; dunque

(IX_ 1

(Îr__ y: ya J: ’ yn

yr,z yz,: ys,x ' 1111.:

311.: 312.2 913.2 ' yn.a

yr.n-a ys.n-n ya.n-z ' yn.n_a

yx.n ya,n ya,n ’ yn.n

vale-a dire per ottenere la derivata del determinante Xbasta cam

biarvi gli elementi dell‘ultima orizzontale nelle rispettive derivate.
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g. vur.

SPECIALI TRASFORMAZIONI DE' DETERMINANTI.

Prlmu trasformazione.

Decomposizione de' determinanti in altri che hanno nulli

gli elementi principali.

78. Se si domanda tutta la parte di un determinante, la quale

non contenga alcuni de’suoi elementi, è chiaro ch‘essa è ciò che

diviene lo stesso determinante annullandovi gli elementi desi

gnati. Si osservi intanto che lo sviluppo di un determinante dee

contenere termini in cui non figurano elementi principali; altri

in cui figurano ad uno ad uno; altri in cui figurano i loro pro

dotti a due a due; altri co’loro 'prodotti a tre a tre, etc.: e che in

fine vi sarà un termine formato dal prodotto di tutti gli elementi

principali. È da notarsi tuttavia che non può esservi alcun termi

ne con n-1 elementi principali, dinotando n il grado del deter

minante; perché, essendo n i fattori di ogni termine, se vi fosse

un termine con n-l elementi principali, il fattore che manca

non potrebbe essere che il restante elemento principale, senza di

che gli n fattori non apparterrebbero ad orizzontali e verticali di

verse. _

Ciò premesso dinotiamo in generale con Pr l‘insieme di tutti i

termini del determinante P, in cui si trovano gli elementi prin

cipali ad r ad r; di modo che Po esprimerà tutti quelli, in cui non

entrano elementi principali; Pl quelli in cui entrano ad uno ad

uno; P,i quelli in cui entrano a due a due; e così di seguito; avre

mo in siffatta guisa

P=P,,+P,+P.+ H +P,,_,+ P,, ;

Ma poi segue dalla osservazione fatta in principio che Po è ciò che

diviene il determinante P, annullandovi tutti gli elementi prin

cipali; inoltre che Px è la somma dei prodotti di tutti gli elementi

principali pe’rispettivi complementi, ne’quali siano annullati gli

elementi principali; similmente che P2 e la somma de'prodotti di

9
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questi elementi a due a due, dopo aver moltiplicato ogni prodotto

pel suo complemento, nel quale siano sempre annullati gli ele

menti principali; e cosi di seguito fino a P,_,; mentre P,_, = 0,

e P, e semplicemente il prodotto di tutti gli elementi principali,

vale a dire è il termine principale del determinante P.

      

Esempio:

a b c ='0 b c +a 0 c’+b' 0 c +c” 0 b +ab’c".

a' b’ c’ a’ 0 c’ 0” 0 a” 0 a' 0

a”b”c” a”b”0

 

Seconda tra.lormnnloum

Sviluppo di un determinante secondo le potenze di una parte

comune a tutti gli elementi principali.

79. Supposto il determinante

X: a,|,+x a,), a,_, . a,_,,

“ti ai.tl+x al.l ’ an,n

a.,; “1,1 as,s+m ' as.n

afl,l afi.l “11.3 ' afl.fl+x

è manifesto che al suo sviluppo, ordinato per le potenze decre

scenti di m, può darsi la forma

X=az"+S,w""+5,x”"+ " +S,x"”+ -- +S,,_,m+S,,

e la quistione si riduce a determinare i coefficienti S,, S,,. . 5,,.

In quanto all’ultimo S,, è chiaro ch’csso è ciò che diviene il de

terminante X ponendovi x=0; e per conseguenza equivale al de

terminante

P : ah, ah, . a,_,,

an,x “2.: ° anni

an.l aflrfl ‘ alt."
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Ma per determinare in generale il coefficiente S, di x""' si os

servi che il prodotto di qualunque principale minore di grado

n-r del determinante X pel suo complemento e una parte di

X (n° 32). Intanto, se dello sviluppo di un tal minore si consi

deri il solo termine in x”", è chiaro che il suo coellìciente, nello

sviluppo della detta parte, è ciò che diviene il complemento po

nendovi x=0, e sarà quindi un principale minore di gradordiP.

Ora,siccome il prodotto di ogni principale minore di grado n-r

di X pel suo complemento dà luogo ad una somigliante conchiu

sione, ne segue che S, è la somma di tutti i principali minori di

grado r di P; e però S, sarà la somma di tutti i principali minori

di primo grado del determinante P, vale a dire sarà la somma dei

suoi principali elementi; S, sarà la somma de’suoi principali mi

nori di 2° grado; S, di quelli di 3° grado; e cosi di seguito.

Supposto per esempio

X = a+x b c = x‘+S,x’+S,x+S,

a’ b’+a: 0’

al! bi!

     

si ha

S,=a+b’+c”,S,=a b + a c + b’ c’ ,S,= a b c ‘

a’ b'l a” c” b” c” a' b’ c’

a” b” cIl

Terza lrnslormu:lonc.

Sviluppo di un determinante secondo i prodotti degli elementi

di due linee di nome diverso.

80. Se il prodotto algebrico di due elementi appartenenti adue

linee di nome diverso del determinante P, escluso l'elemento co

mune, si moltiplichi pel suo complemento algebrico, si ha tutta

la parte di P in cui entrano come fattorii due elementi (n° 34).

Quindi se gli elementi di una delle linee si combinino in tutti i

modi con quelli dell'altra, uno ad uno, eccetto sempre l’elemento

comune, ed ogni prodotto binario si moltiplichi pel suo comple
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mento, l'uno e l'altro riguardato come algebrico, la somma dei

prodotti darà tutta la parte del determinante P, dipendente dagli

elementi delle due linee, meno quella che dipende dal loro ele

mento comune; e da ciò poi risulta la seguente proposizione:

Se il prodotto algebrico di ogni elemento di una linea per ogni e

lemento di un'altra linea di nome diverso, escluso l’ elemento comu

ne, si moltiplichi pel suo complemento algebrico, la somma dei pro

dotti, aggiunta a quello dell’ elemento comune pel suo complemento

algebrico, riproduce il dato determinante.

Per tradurre questo teorema in formola supporremo che le

due linee di nome diverso siano la r'"‘ orizzontale e la s'"“ verti

cale del determinante P; ed allora chiamando S la somma dei pro

dotti di cui e discorso, si avrà dapprima

_ P=ar.cAf.t+s'

Ciò premesso siano i e R due numeri qualunque della serie 1, 2,

3, . . , n; se ammettiamo che i_ sia diverso da 1°, e k diverso da

s, sarà a,lk a,-,, il prodotto di due elementi appartenenti alle due

linee, che si considerano, diversi dall‘ elemento comune a“. Ora

è chiaro che nello sviluppo di P i due prodotti a“, un ed un a“,

hanno coefficienti uguali e di segni contrarii, perciocchè le due

parti di P dipendenti da questi prodotti si possono rispettiva

mente esprimere (n.° 72) con

d2P d’P

a .a- -_-- n. a- -_“' “dame dai.l ’ "8 "k daf.idai.k

e pel numero 73 si ha

d‘P _ d’P _

dank da“ _ _ da“ da“, ’

ma siccome di queste due parti la seconda, che dipende dal pro

dotto a“ a,;,,, è compresa nellaespressione a“ A“, risulta che

se si dinota con «,3,‘ il complemento algebrico dell' elemento a“,

considerato nel determinante A“, questa parte potrà essere

espressa da a“ a“, «m; ed in conseguenza sarà - a,_,, a,;, a“,
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tutta la parte di P che dipende dal prodotto a,,,, a,;,. Cosi que

st’ultima espressione è quella di uno dei termini della somma

figurata da S; ma si comprende che da essa si possono dedurre

tutti gli altri termini di tal somma, dando a ciascuno degl’ indi

ci i e k tutti i valori 1, 2, 3, . . , n, escluso tuttavia r tra i valori

di i, ed s tra quelli di k; allora, rimanendo sottintesa questa

esclusione, sarà lecito di scrivere

karJG- “in «u: {

,,. . ._

S =-

e si ha la seguente formola

P=ar.rAr,r _izk ar,k ai.s “i.k;

nella quale adunque bisogna tener presente che a“, esprime il

complemento algebrico dell' elemento a,;,, , preso non già nel de

terminante primitivo P, ma sibbene nel determinante A“; e che

di più si ha .

i=1,2,3,..,r-1, r+1,..n , k=1,2,3,..,s-1, s+1,..,n.

Supposto per un esempio

P:

a

QÉQ

re le

ÈÈQ

re La

QQÈ

N ,p.

0

al

ai!

“’41 ali a“ a“

se si applica la formola alla prima orizzontale ed alla prima verti

cale si ha semplicemente

P = -- 2 a,),, a,;, a“;

i,k

i=2, 3,4 , k=2,3,4 ,

e quindi

a" “si “n + al: “a: “a: + “14 “e: “24

P:_ a" al! “32 + un un “a: + ala au “M

+ am a“: “n 'i‘ “II al! “4: + “u “u “u .,

dove resta solamente a sostituire ad a", 1,, , etc. i loro valori
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come. complementi algebrici degli elementi a”, a", etc. a ri

guardo del determinante

Ali: ala ai! afl‘ ’

“II al! “IL

a“ a“ a“

e pei quali si ha

un: a,, a,, , a,,=- a,, au , etc.

“48 al‘ a“ a“

    

81. In generale è da osservarsi che la caratteristica del com

plemento di un elemento a“, a riguardo del determinante A" sa

rebbe i+k_2; ma è chiaro che il segno che compete al detto

complemento, riguardato come algebrico, è quello definito dal

simbolo (-l) "*" (n° 30).

Quarta lrnslormnzloue.

Una trasformazione del prodotto di due determinanti.

82. Questa trasformazione può formolarsi nel seguente teorema:

Il prodotto di due determinanti di grado n può essere espresso

con una somma di prodotti di due determinanti dello stesso grado

n. I due fattori di un prodotto qualunque sono ciò che divengono

idue determinanti scambiandoei una matrice di m linee dell’uno

con una matrice di m linee dell’altro; ed il completo sistema dei

prodotti si otterrà operando il detto scambio tra una matrice fissa

dell’uno, e tutte le matrici dell'altro, che si formano eombinandovi

ad tu ad m sia le orizzontali sia le verticali.

Siano i due determinanti di grado n

P: as,x “1.2 “m ‘ ax,n ’ Q: bx.x bz.s bz.u ' br,n

a.yl “2,8 afly3 ' ai,“ b2.l bÌ,2 b.,' ' bi,"

an.z an.s an.a ' an.n bn.x bn,s bn,a ' bit,»

e supponiamo che la r"“' matrice di m verticali di P (n° 57) sia

scambiata con le successive matrici di m verticali di Q; allora se
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dinotiamo con Pf,i , P,,, , P,,, , etc: ciò che diviene il determi

nanteP quando alla sua r"“' matrice si sostituiscono le successive

matrici di Q; e con Q,,, Q“, Q,_,, etc: ciò che diviene il de

terminante Q quando alle sue successive matrici si sostituisce

la r’"“ matrice di P, il teorema si traduce in

PQ=Pf..Q..f+P ..Q.,.+Pf..Q.,f+etc= (I)

Considerando dapprima il caso di m=1, si tratterà di scam

biare la r""' verticale di _P con ciascuna verticale di Q; anzi per

meglio fissar le idee (senza restringere le conchiusioni) ,‘ por

remo r==l; il che importa lo scambio tra la prima verticale di P,

e ciascuna verticale di Q; e però in tal caso avremo

    
Pf.l= bl.x “1,2 ax.l ‘ al,” Qx.r: ax,x bx.a bz.s ' bx.n

ba,x aa.a ami ' a2," “2.1 ba,z 2,: ' bz,n

Pr,n= bx,n ai.a az,l ' ax,n Qa,r= bl,l ax.x bz.s ' 111.1:

ti ama a2.3 ’ “mi 2,: az.r bl.l ‘ bs.n

Pina: bx.l ax.a ax,s ' ax,n 40|.r: bx.l bl.2 ax.x ‘ bi."

bl,l aa,a “2.: ‘ un,» mi 172.: an.z ' l.n

etc. etc. etc. etc.

Sviluppando questi determinanti secondo gli elementi delle linee

scambiate si hanno i due seguenti sistemi di relazioni

Pm = bm Ah, + b,'l A,_, + b,Il A“ + etc. , \

P... = I»... A... + b... A... + b... A... + etc- . g (2)
P,,, = b,,, A,,, + b,,, A“ + b,_, A,“ + etc. , ‘

Q,,= a,_, Bm + a”.x B,'x + aM B,‘x + etc.

Q:,r= az.x Br.a + “1.1 Bz.n + “3.1 Bs.a + etc' 2Q,,,= a,,, B,,, + a,_, B,', + a,,, B,,, + etc.

o ' /
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Ciò premesso, se si moltiplicano i polinomii del sistema (2) pe

corrispondenti polinomii del sistema (3), la somma de' prodotti

esprimerà il secondo membro della (1). Ora distingueremo i ter

mini di questa somma in due classi, secondochè risultano dal mol

tiplicar tra loro termini che in ogni coppia di polinomii sono di

ugual posto, come i primi, i secondi, etc: ; o sono di posti diver

si. In quanto ai termini della prima classe, considerando in ge

nerale quelli che provvengono dal moltiplicar tra loroi termi

ni i‘"‘ de' polinomii in (2) pe’ termini i'" de' polinomii in (3), è

chiaro che per la loro somma si ha l'espressione

9

ai,iAt.i (bt.iBt.i + bi,nBi.l + bi.iBi,I + CtC-) ,

la quale può tenersi come tipo generatore di tutt’i termini della pri

ma classe, poiché ne derivano dando all'indice i tutt’i valori 1,2,

3,.. n; ma siccome per ciascuno di questi valori la quantità

chiusa tra parentesi equivale sempre al determinante Q, ne segue

che il detto tipo può mutarsi in a,-JA,-JQ; quindi la somma di

tutti i termini della prima classe risulterà espressa da

(amAm + a,,,AN + a,_,A,‘l + etc.) Q ,

ed equivale in conseguenza al prodotto PQ.

Rispetto ai termini della seconda classe, considerando la som

ma di quelli che provvengono da‘ termini i'"‘ de‘ polinomii in (2)

e da’termini k"" de'polinomii in (3) si ha l'espressione

ak,x Ai,x (bi.z Bk,x + bi.l Bk,a + bi,a Bk,| + etc')

da cui si dedurrebbcro tutti i termini della seconda classe, pren

dendo per sistemi di valori di i e k le combinazioni binarie de’nu

meri 1, 2, 3, . . , n; ma quindi è palese che la loro somma è

nulla (n.° 46). E da ciò risulta in fine che la somma de'prodotti

de'polinomii in (2) pe’corrispondenti polinomii in (3) si riduce

semplicemente a PQ, rimanendo così dimostrata la relazione (I)

pel caso che abbiamo considerato.

La dimostrazione pel caso generale è assolutamente la stessa

modificando convenientemente la notazione. Pertanto dinoteremo

con h,,r , hM , h,,r , etc: i determinanti ordinati della r'9“ matrice

 



63
\

di m verticali (n° 57) del determinante P, e con H“, H“, H“,

etc. i loro complementi algebrici; e similmente indicheremo con

km , kM , k,’r , etc. i successivi determinanti della r'"“ matrice di

m verticali di Q, e con K,_,., KM, K,,, etc. i rispettivi comple

menti algebrici. Allora sviluppando i determinanti P“, P“,

P“, etc. e Q,,, Q”, Q“, etc. secondo i minori compresi

nelle matrici scambiate, avremo i due seguenti sistemi di re

lazioui

Pf,l = k!.! Hl,f + kl.x Ha,r + ks,x Hs.r + etc’

Pr,s = kx.s Hz.r + ka,n He.r + ka,a Ha.r + etc'

Pr,s : k;,s Hx,r + ki,:l HL?“ + k3,l Hi,f + etc'

Qx,r : hl,r Kl.l + hz,r K2.1 + "3,1' KB.I + elc‘

Qa,r : h’x,r Kx,s + h‘e,r Ks,z + hs.r Ka,n + etc‘ )Q...=h... K... + h.,. K... + h... K... + etc. (

ai quali si applica parola a parola tutto ciò che si è detto a ri

guardo. de’due sistemi considerati nel caso precedente; e quindi

si conchiude esattamente nello stesso modo che la somma de'pro

dotti de’polinomii in (4) pe’corrispondenti polinomii in (B) equi

vale al prodotto PQ, ch'è quanto dovea dimostrarsi.

  

       

Esempii:

ab ixy

albi xlyll

='a:b ay+yblwai=|azcllby+ay a‘b

'xl b! al y! y! b! xl ai alx] b] yI| al y! mi bl|

=xy ab+cc'y’ acy=ab a’b"+ab my’.

a’b’ ac’y’ a’ b’ a b :cy x’y’ a'b'

              

w! yl

Il)
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a b c a: y z

a I b! c I xl y! z I

al! b/l ci! mi! yI! zIl

=mbcagz+ybcxaz+zbcseya

a:' b' c’ a' y’ z’ y’ b' c' a:’ a’ z’ z’ b’ c’ x’ 31’ a’

xl! b” cl! al! y// z!/ 3,” b” c” 31/ a// z” z” bl/ 6” x” v” a”

83. Dal teorema precedente si deduce immediatamente l'altro

che segue:

Dati due determinanti di gradi uguali P e Q si formi una prima

serie di determinanti Pm , Pm , P“ , etc. , sostituendo sempre alla

r"“' matrice di m linee parallele di P le matrici ordinate,sia di oriz

zontali, sia di verticali di Q; e quindi una seconda serie di deter

minanti Q“, Q”, Q“, etc., sostituendo alle matrici ordinate di Q

la matrice s“ di P, diversa dalla 1‘“. Posto ciò, se i determinanti

della prima serie si moltiplichino pei corrispondenti determinanti

della seconda, la somma de'prodotti è nulla; vale a dire si ha

PT. iQ:,|+Pr,gQg,,+Pr,,Q,J+GÎC.IO.

In fatti questa trasformazione equivale ad applicare il teorema

precedente al caso in cui le m linee della r’"“ matrice del deter

minante P fossero cangiate nelle m linee della sua s'"“ matrice;

di modo che questo determinante avrà per lo meno due linee pa

rallele identiche; ed in conseguenza è nullo. Cosi supposto per

esempio i due determinanti

P: a b c , Q: x y z ,

al b! 01 mi y! z!

al! bi! 01! mi! y” z”

se si cambia la prima verticale diP nelle successive verticali

di Q, e quindi invece di cambiare le successive verticali di Q

nella prima verticale di P, come lo esigerebbe il primo teore
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ma, si mulino per esempio nella sua seconda verticale, si avrà

a:bc byz+ybc wbz+zbc a:yb=0

x’ b’ c' b’ y’ z’ y' b’ 0’ a:' b’ z’ z’ b’ c' a:’ 31’ b'

xl bl! cl! bl/ y/l zl/ yll b” cl! xl! V! Z” z]! bl/ ci! mi! u]! bi!

il che torna lo stesso che applicare il primo teorema al prodotto

identicamente nullo

b b c a: y z .

b! b! c! x! y! zI

bi! bi! ci! xl! y” z/I

g. 1x.

DETERMINANTI RECIPROCI.

84. Se in un determinante si cambia ogni elemento nel suo

complemento algebrico si ha un determinante che dicesi recipro

ca del primitivo; e però chiamando B il reciproco di P sarà

P: “1.1 “1,: ' ax.n ’ R: Ar.r Ax.n ' Ax,n

afl.l a2,fl ° a2." Aa,x Ama ‘ A2.»

afl.l afl.B ' afl.fi An.x Ah,i ' Afi,’h

Quindi, se una linea di P si moltiplichi per una linea di egual

nome in B, il prodotto è uguale a P, se le due linee sono omolo

ghe; ed è nullo nel caso opposto (n° 46); e perciò, moltiplicando

P per R, ogni elemento principale del determinante prodotto sa

rà uguale a P, e tutti gli altri saranno nulli. Avremo adunque

PR= P“, ossia R =P“"; e ne risulta che:

Il reciproco di un primitivo di grado n equivale alla potenza di

grado n-t del primitivo. E se il primitivo è nulla, anche nulla è

il suo reciproco.

85. Ecco una proprietà de’determinanti reciproci di molto in

teresse nelle applicazioni.

Nel reciproco ogni minore di grado m equivale al complemento

algebrico del suo omologo nel primitivo, moltiplicato per la poten

za (m-l)’"“ dello stesso primitivo. À
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Siano P", ed R,,, due minori omologhi di grado m del deter

minante P e del suo reciproco R, e sia P’,,, il complemento ordi

nario di P,,,; ma supponendo in primo luogo che Pm ed Bm siano i

principali minori nelle prime m‘orìzzontali, e nelle prime m ver

ticali de'primitivi, avremo

I _ __

pm_' am+i,m+x am+x,m+a ' ama-1,1; ’Bm_ Ai,z Al,l ' Az.m

am+n.m+r am+a,m+a ' am-l-a.fl Az,r Aa.l ' Aa.m

ah . m+x an . m+n ' a» . n Am,x Am.a ' Am.m

Or si osservi che R,,, equivale al determinante di grado n

Al,l ALI ‘ Ar.m Ax,m+r Al,m+2 ° Al,"

Aa,x Armi ' 'An,m Aa.m+x An,m+a ' An.n

Am,l Am.n ' Am,m Am.m+x AM,MÌ ' Am,n

00.'010.0

00.001.,0

0 ' 0 . 0 0 0 . 1

il quale è ciò che diviene R, annullandovi gli elementi delle ul

time n-m orizzontali, eccetto i principali, ai quali è sostituita

l‘unità.Quindi il prodotto di P per quest’ultimo determinante sarà

uguale a PB,,,; ed efl'ettuando la moltiplicazione per orizzontali,

con prendere P come moltiplicatore, verrà '

PRm= P 0 0 - 0 a;,m+x ax.m+a ' al.»

0 P 0 ' 0 an,m+x az,m+s ' ai."

0 0 P O 0 aaym_‘_x a;,m.|.g ' al."

0 0 P am'm+; am,m+n " am,n0

0 0 0 . Ù am+,,m+1 am+x.m+z ° anH-x.n

0 0 0 ' 0 an.nt+l an.nt+z ' anni
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Ma questa relazione si trasforma evidentemente in

PR,,, = P_',,,Pm ; . (l)

e ne risulta infine 4

B,,,=Ì”um",

il che è conforme al teorema pel caso considerato, perciocchò es

sendo P," un minore principale, il suo complemento ordinario P’m

non e diverso dal complemento algebrico. '

È ora agevole la dimostrazione del caso generale. In fatti, se

si trasforma il determinante P, portandovi in primo luogo, ed in

ordine diretto, le m orizzontali e le m verticali che concorrono a

formare il minore P,,,, chiamando x la caratteristica di questo

minore, e n il nuovodeterminante, si avrà (n° 39. II),

fl=<-1>*P; <2)

ma intanto il minore Pm ed il suo complemento P’,,, si riprodu

cono in II come principali minori complementari, l’uno nelle pri

me m orizzontali e nelle prime m verticali, l'altro nelle rimanen

ti. Dopo ciò, se si trasforma il reciproco B della stessa maniera,

il minore R,,, si riprodurrà ancora nel trasformato come il prin- _

eipale minore nelle prime m orizzontali e verticali; quindi si ha

conformemente alla (1)

 

n R,,,=P',,, P'";

e poscia in virtù della (2) si avrà, come dovea dimostrarsi,

B,,,= (-1)x P’,,, P’"". (3)

Esempii. Suppouendo m.=2 si ha

A“ A,,,, =A,.JA,J,,I-AMIA,J,, = (î(îîîd-I;ÎJ-I

A'ff,. Af’,.’

 

o con altra notazione

tl'P dP __ (IP dP _ d‘P

da“ da,w da“, tld,.g, _ da“ da,’, ,I
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Per m:.3 si avrebbe

I

al P p,_

Ar.r Ar.z’ Ar.s” =d__amdar“, da'nllu ’

A,J ' , Ari, ‘I A,J ' .II

Arn' . Ari], '| A'JI’ .n

e cosi di seguito.

E per considerare ancora qualche caso più concreto, suppo

niamo che P sia un determinante di 5° grado; cosi avremo per

esempio -

A... A.. = a.. a.. a.. P : A.. 'A.. A.. =- a.. a.. P”

All A!“ al! da: atti A2! AII A“ a5: “65

al! a4! 043 A3! A8! ASL

In queste formole il segno del secondo membro è immedia

tamente definito dalla caratteristica di uno dei determinanti mi

nori che sono nei due membri, e per conseguenza dalla somma

degl’indici de’principali elementi dell‘uno o dell‘altro minore; op

pure dalla somma degl’indici degli elementi che figurano nel de

nominatore del simbolo di derivazione: somma che attribuisce

il + o il -, secondochè è pari, o impari. Questa regola è di

versa, e molto più semplice della ordinaria, la quale consiste nel

paragonare le due permutazioni dei primi e secondi indici nella

serie completa de’ principali elementi dei due determinanti nel

primo e secondo membro, e che attribuisce il + o il -, secon

dochè le due permutazioni sono della stessa classe, o di classe di

versa (‘). ‘

86. È opportuno di notarsi che, nella ipotesi di m=l, il teo

rema equivale a dire che: ogni elemento del reciproco e il comple

mento algebrico del suo omologo nel primitivo; il che riproduce la

definizione del reciproco. '

87. Siccome a riguardo di un primitivo di grado n il comple

mento di un determinante minore di grado m è un altro minore

(’) Vedi Baluer, s. 7, 2, Beispiele
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di grado n-m, è chiaro che il teorema può anche enunciarsi co

me segue:

Nel reciproco di un determinante di grado n il complemento alge

brico di qualunque minore di grado in equivale all’omologo di que

sto minore nel primitivo, moltiplicato per la potenza (n-m-l)'"“

dello stesso primitivo.

Nel caso particolare di m=:1 questa proposizione equivale a

dire che:

Il complemento algebrico di un elemento del reciproco equivale

all'omologo di tale elemento nel primitivo, moltiplicato per la poten

za (n-2)’"“ dello stesso primitivo.

Vale a dire si ha in questa ipotesi

‘13 __ i...
m_ar.e P ' _

88. Nella teoria de’determinanti reciproci è un caso merite

vole di attenzione quello in cui il primitivo è uguale all'unità,

perché allora tra il primitivo ed il reciproco si stabilisce una per

fetta reciprocanza. In fatti se P=l, si ha pure (n° 84) R=L

Inoltre in questo caso la (3) si riduce a

Rin: (_1)x P’m;

ma, dinotato con R',,, il complemento ordinario di R," , si avrà

inversamente (no 87) '

Pm= (-1)" R’m =

cioè, qualunque minore del primitivo equivale al complemento

algebrico del suo omologo nel determinante reciproco. In fine,

mentre si ha per ipotesi A“: gal , reciprocamente si ha per

7,. ‘

 
la (i), a“: R ; vale a dire, mentre R è il reciproco di P, vice

J

d

da,

versa e P il reciproco di R. -

89. Un altro caso osservabile è, quando il primitivo è nullo.

Allora non solo è nullo il suo reciproco (n° 84), ma lo è pure ogni
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minore di grado maggior di uno, perché esprimibile con un pro

dotto che ha per fattore il primitivo (n° 85).;Applicando per esem

pio questa proprietà a‘minori di 2° grado compresi nella matrice

costituita dalle orizzontali r’"“ ed 3"“ del reciproco,avremo la se

rie di identità

Af,l Ar.a =0 ’ Af.r Ar,a

AI,I AI,I Ah! Ah!

dalla quale risulta la serie di rapporti uguali

m=ai A“ A
=_-=i‘= etc. etc.

A“ A“ A.» A“

=0 , A“ A“ =0 , etc.

Al.x AJ.L

    

e quindi la proporzione

A“: A“: A“: . . .: A,.,,,=A,'I : A“: A,y,: . . .: A“, ,

la quale dimostra che:

Se undeterminante è nullo, gli elementi di qualunque linea del

suo reciproco sono proporzionali agli elementi di ogni altra linea

dello stesso nome. Ovvero:

Se un determinante è nullo i complementi algebrici degli elcmt’n ti

di una linea qualunque sono proporzionali ai complementi algebrici

di ogni altra linea dello stesso nome.

90. Siano P e Q due determinanti di grado n; P’ e 0’ i loro

reciproci; e pongasi

K=PQ , K’=P’Q';

ed essendo (n° 84)

PI:Pfl-l ’ Q'=Qn-l ’

risulterà

K’=K"“.

Ciò dimostra che K’, prodotto de‘dnc reciproci P' e Q’, esprime

il valore del reciproco del determinante K, prodotto de’due pri

mitivi P e Q; ma non è lecito di conchiuderne che K' e precisa

mente il reciproco di K nel senso che ogni elemento di K’ sia il

complemento algebrico del suo omologo in K. Ora importa di di
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mostrare che questa circostanza si verifica in effetti qualora la

moltiplicazione di P per Q, e quella di P' per Q’ siano operate

della stessa maniera. Supponiamo

P = Zia“ a.“ . . . a,,,, , P’: EÌAMA2', . . . À,,m ,

Q2 Eîb,J b.', . . . bnm , Q': EiBLIBL, . . . Bnm ,

K: ti 61,: 02.2 ‘ ' ' cn.n ’ K’: xi 71,: 72.2 ' ' ' 'Yn.n;

' e ritenuto che le due moltiplicazioni siano entrambe operate per

orizzontali avremo (n° 63)

cr.r : ar.x be,x +ar,n bs,z +' '+ar,n be," !

7r.l : Ar.1Bs,z +Ar.z Bs.a+ ‘ ‘ +Ar,n Br.n ’

Ora la seconda relazione fa vedere che 7,, è il complemento al‘

gebrico di c,', (n° 68); e ne risulta che ogni elemento di K’ è il

complemento algebrico dell’ elemento omologo in K; cosi per la

consueta notazione sarà 7,,, = C“, e di seguito

K’=z i Cm CM . . . CM.

Dopo ciò possiamo conchiudere, che:

Se si moltiplicano della stessa maniera tanto due determinanti,

quanto i loro reciproci, il determinante prodotto de'primi ha per

reciproco il determinante prodotto degli altri.

5. x.

DETERMINANTI SIMMETRICI, GOBBI SIMMETRICI, E GOBBI.

91. Oltre ai determinanti simmetrici, ne’ quali ogni elemento

è uguale al conjugato, sono da distinguere i gobbi simmetrici, ed i

gobbi. Un determinante dicesi gobbo simmetrico, se ogni elemento

è uguale e di segno contrario al conjugato; il che importa che gli

elementi principali debbano esser nulli. E chiamasi gobbo, se ogni

elemento non principale è uguale, e di segno contrario al conju

gato.

Adunque, mentre nel determinante simmetrico due linee con

jugate qualunque sono tra loro uguali, nel gobbo simmetrico poi

il
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sono uguali, ma di segni contrarii ; e tali son pure nel gobbo,

fatta però astrazione dall' elemento comune. Intanto a qualun

que di queste tre specie appartenga un determinante P, potremo

sempre supporre

P: “1.1 (11,11 ' al.l\ ;

a 0
1,1 8,3 '

. a . -

all,l afl.ì ’ afl.'h

ben vero, se P e simmetrico i suoi elementi dovranno verifica

re la condizione a“: a“; se gobbo simmetrico dovrà essere

a“ =-a,,, donde risulta a“. = 0; e finalmente, se P è gobbo,

dovrà esser pure a“:- a“. , a patto però che gl’indici r ed s

siano disuguali.

92. Noi passeremo ora ad esporre alcune delle principali pro

prietà delle dette tre specie di determinanti, che sono di grande

interesse nelle applicazioni, premettendo qui una osservazione

comune a tutti, cioè che: i loro principali minori determinanti so

no rispettivamente della stessa natura de’primitivi; vale a dire sim

metrici ne’primi, gobbi simmetrici nei secondi, e gobbi negli ultimi.

Delermlnautl slmmetrlcl.

93. Se in un determinante simmetrico si considerano due mi

nori conjugati (n° 28) subito si riconosce che le successive oriz

zontali dell'uno sono ordinatamente identiche alle successive ver

ticali dell’altro; e quindi:

I minori ,conjugati di un determinante simmetrico sono tra loro

uguali; ed uguali son pure i loro complementi, anche riguardati

come algebrici.

94. Segue in particolare da questa proposizione che nel deter

minante simmetrico i complementi algebrici di due elementi con

jugati sono tra loro uguali. Così in questi determinanti, mentre

si ha per ipotesi a“: a,’, , risulta ancora A“: A"; e da ciò

poi segue, che:

Il reciproco di un determinante simmetrico è pur esso un deter

minante simmetrico.
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95. La formola (i) del n." 80 può farsi utilmente servire allo

sviluppo de'determinanti simmetrici, applicandola specialmente

a due linee conjugate. Messo per tanto r = s quella formola di

viene

P:ar.r Ar,r_jîkar,k ai.r “Mc

'7

dove bisogna rammentare che a,«_,, dinota il complemento algebri

co dell’elemento a“, preso nel determinante A”; e di più che

gl'indici i e k debbono prendere tutt’i valori 1, 2, 3, . . , n, ad

eccezione di r. Ora, se P e simmetrico, si ha a,-,= am-; e quin

di potremo scrivere invece

P=ar,r Ar,r _.Ek ar.i ar.k “i,k‘ (I)

lv

Intantoi termini della somma accennata dal 2 sono da distin

guersi in due classi; l’una che comprende i termini nascenti da

valori uguali di i e le, l’altra da valori disuguali. In quanto ai pri

mi il loro aggregato può essere espresso da z a2_,- a“, l’indice i

I

dovendo prendere tutt‘i valori 1, 2, 3, . . , n, escluso r. Rispetto

ai secondi è evidente ch’essi a due a due sono uguali, perché es

sendo A,, un determinante simmetrico (n°92) si ha a;,h_-_akj

(n° 94); quindi l’aggregato de’ termini della seconda classe può es

sere espresso da 2 2 am- a“, ai'k; ed in conseguenza si ha la formola

i,k

a
P=ar,r Ar',r_"2_ ar,i “i,i _2.zkar,i ar,ls ai.lsl 1,

nella quale adunque la prima somma si estende a tutt‘i valori dii

compresi nella serie 1, 2, 3, . . r-l, r+1, . . , n; mentre nella

seconda i sistemi di valori di i e I; sono tutte le combinazioni bi

narie de’numeri medesimi.

Supponendo per esempio

P : a" a" a"

all ('22 “'23

a" (132 “il
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ed inoltre r=1, si ha dapprima

P = a" Al] _ (“L “n + ai: a”) _ 20:: alI un;

ma essendo ‘

AI] : ali al!

  

a” “il

e quindi a,,=t1,, , a,,=t1n , a,,=-a,, =-a,, , risulta in fine

P=all ama di! + 2anaxa all _ (ai: “2: + un a:: + a" aîn) '

96. Considerando per un altro esempio il determinante sim

metrico

U: uI u, u, . un

a ani alla ' al.»

2,1 aa,a al,l ' an,na

a as,x al,a aa,l ' al,"

un “ma “ma an,a ' an,n

il quale si riduce al determinante P, sopprimendone la prima

orizzontale e la prima verticale, è chiaro che per questo caso le

formole (i) e (2) divengono rispettivamente

U=UP_;uiukAùk

1,k

U=uP->; u‘î A,-y,I-2_Ekuiuk A.-,m (4)

l 1|

dove A“, esprime al solito il complemento algebrico dell’elemento

a“, preso nel determinante P; e le somme dovendo estendersi a

tutti valori 1, 2, . . , n degl‘indici i e k; ben vero per ciò che

riguarda l'ultimo termine della (4) i sistemi di valori di i e k so

no le sole combinazioni binarie de'mcdesimi numeri.

Quando nel proposto determinante U è nullo l‘elemento figu

rato da u, vale a dire quando si ha u=o, le due ultime formole

si riducono ad

U =--_zqu,- uk A“; (5)

U =- 2 a,“ A;‘i-221liukA,-yk. (6)

i i,k
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Applicando per esempio la (6) al determinante

’ U: 0 uI u, uI

ul au a,,I a,,

“I “'21 ali “'23

ti, a,x asa a,,

osserveremo che nella prima somma l’indice i prende i valori

1, 2, 3; mentre le combinazioni binarie di questi numeri sono i

sistemi di valori di i e le nella seconda somma; e perciò si ha

U:_ (Allu:+Allu: +A83u: +2Allulul +2Allulu3 +2Aliulul)

dove più non resta che sostituire in luogo di A", A", etc. i loro

valori come complementi algebrici degli elementi a“, a,,, etc.

a riguardo del determinante P di 3° grado.

97. Come casi particolari degli esempii precedenti notiamo i

seguenti determinanti:

0ab=2abc.

a0c

ch

1 1 1 = 0 a b c =a‘+b‘+c‘-2a’b‘-2a’c’-2b’c*.

0 e2 b“ a 0 c b

c2 0 a" b c 0 a

b” a2 0 c b a 0

HHH°

1 1 1 = 0 V]; VÎ V"; =a’+b’+c“-2ab-2ac-2bc.

0 c b V]; 0 V? Vb

c 0 a \/Î.\/È 0 \/5

b a 0 V? VÎV,Î 0

98. Cercando la derivata del determinante simmetrico P, ri

 

hhy-hme
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spetto ad un elemento qualunque a”, si ha dapprima (n°. 76)

 

ma essendo a,_, = a,,, la derivata che figura nell' ultimo termine

equivale ad 1 ; ed è inoltre A“: A,.,, (no 94); dunque risulta

dP

da“

 
:: 2A,.I,.

Vale a dire:

La derivata di un determinante simmetrico rispetto ad un ele

mento qualunque equivale al doppio del complemento algebrico dello

stesso elemento.

Delermlnnntl gobbi slmmetrlcl.

99. Per le condizioni di due minori conjugati di un determi

nante gobbo simmetrico è palese che le successive orizzontali del

l'uno sono uguali, ma di segni contrarii, alle successive verticali

dell’altro; e però quelle diverrebbero uguali a queste, mutando i

segni a tutte le linee di uno stesso nome dell’ uno de’ due minori;

ma ciò non altera un determinante, se di grado pari, e fa solo

mutarlo di segno, se di grado dispari; dunque:

In un determinante gobbo simmetrico i minori conjugati sono u

guali, se di grado pari; ed uguali, ma di segni contrarii, se di grado

dispari.

100. Da questa proposizione risulta in particolare, che:

I complementi di due elementi conjugati di un determinante gobbo

simmetrico sono uguali, se il primitivo è di grado dispari; e sono

uguali e di segni contrari-i, se il primitivo è di grado pari.

101. Supposto che P sia gobbo simmetrico s' indichi con n ciò

ch’esso diviene mutando i segni a tutte le linee di uno stesso no

me; cosi le orizzontali di 11 saranno identiche alle verticali di P ;

e sarà perciò n = P; ma, se il determinante P e di grado dispa

ri, è pure n=-P; dunque in tal caso si ha P=O;e quindi risul

tano le seguenti proposizioni.

I.Ogni determinante gobbo simmetrico di grado dispari è nullo.
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Il. In qualunque determinante gobbo simmetrico i principali

minori di grado dispari sono nulli (n° 92). E nulli son pure i loro

complementi, se il primitivo è di grado pari.

’ III. Ne' gobbi simmetrici di grado pari è nulla il complemento

di ogni elemento principale.

102. Segue da ciò che, se gli elementi del determinante P sod

disfano alle condizioni a“ =-- a", a“: 0, quando P e di

grado pari sarà pure A,y,=-A,,, A,_,=O; ma se P è di grado

dispari, si avrà solo A“= A”. Cosi: '

Il reciproco di un determinanti: gobbo simmetrico di grado pari è

similmente gobbo simmetrico. Se poi il primitiva e di grado dispari,

il suo reciproco è Semplicemente simmetrico, ma nulla al pari del

primitivo.

103. Ed essendo nullo e simmetrico il reciproco di un deter

minante gobbo simmetrico di grado dispari, anche nullo e sim

metrico sarà ogni principale minore dello stesso reciproco di grado

maggior di uno (n‘ 89, 92). Quindi considerando in generale un

principale minore di 2.“ grado, si avrà la relazione

Ar,r AT,I 2‘)

A.,f A“

  

dove A“= A“; e dalla quale perciò risulta

A;,l = Ar,r A:.s:

e conseguentemente

 

A,_, = \/A,, A,,.

Questa formola per tanto dà origine alla proporzione continua

A,,,:A,_,:A,I,z .:.:Am== \/A,,,: \/AM

da cui rilevasi, che;

I successivi elementi di una linea qualunque del reciproco di un

determinante gobbo simmetrico di grado dispari sono proporzionali

alle radici quadrate de' suoi successivi elementi principali. E di più
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che il segno di una qualunque di queste radici, il quale può pren

dersi ad arbitrio, determina i segni di tutte le alt-re.

104. I determinanti gobbi simmetrici digrado pari son poi do

tati» della proprietà notevole di essere quadrati perfetti: proprietà

immediata per quelli di 2° grado, poiché si ha

0a

-a0

==+a‘;

  

e che in generale si dimostra assai facilmente come segue.

Supposto che P sia un determinante gobbo simmetrico di grado

pari, s’ indichi con R il suo reciproco, che sarà pure gobbo sim

metrico (n.° 102); e siano P, ed R, due principali minori omo

loghi di 2° grado di P ed R; i quali saranno della stessa natura

di questi primitivi; allora se dinotiamo con P', il complemento

di P,, avremo (n° 85)

R,=P',, P.

Intanto, essendo P un determinante gobbo simmetrico di grado

pari, P’,, ch‘è complemento di un suo principale minore di 2°

grado, sarà pur esso un principale minore di grado pari; e pro

priamente di grado 2°, 4°, 6° etc. secondochè il primitivo P è ri

spettivamente di grado 4°, 6°, 8°, etc. Ciò premesso osserviamo

che il determinante 11,, il quale figura nel primo membro della

precedente relazione, è un quadrato, perché gobbo simmetrico di

2° grado; quindi risulta che anche un quadrato é il prodotto P',P;

e però sarà quadrato il fattore P, quando lo sia il fattore P’,; ma

questo fattore è di fatto un quadrato, se P é di 4° grado, poiché

allora esso è gobbo simmetrico di 2° grado; dunque in tal caso è

un quadrato il determinante P. Resta cosi dimostrato che i deter

minanti gobbi simmetrici di 4° grado sono quadrati perfetti; ma

da ciò poi segue immediatamente che lo sono anche quelli di 6°

grado; perché, se P e di 6° grado, il fattore P', e un quadrato,

perché gobbo simmetrico di 4° grado; e perciò sarà quadrato an

che P. Ma quindi è manifesto che son quadrati i determinanti

gobbi simmetrici di 8° grado, 10° grado, etc. ; ed in generale di

ogni altro grado pari superiore; ed in conseguenza possiamo con

chiudere, che:
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0,7.- 2 r‘ tr.“ _" ‘ "‘° "Ii/c s’.n:n .'Î:0 t’.’ (t. 770,) .‘i è ilquxdrat;

di una.fe. J. ' f.. î.<t c . ' :_'J;.al. =’: ,t.0.' (’ .m-n-'i.

 

Esempi;

n a, y z ::(F_;’-:-l’g°+c'z’-îjz _,‘+“fjcxz-2jeyz

-.cc 0 c b _ 3

. =(I.at-L,,‘+î:) .

-y-c 0 a

-;-b-a 0

ti g,-y =c’a;’+tfy‘+eîf+îbag+l.cx;-;-Zicgs

_.,‘J " 0 b -

=(ttiî+bU-l-t;)”.

y-c 0. a

-s-b-a a

__.f.2 '-‘- ,2 z 2 2 . ,

ì ara al! “34 _“xa fl'u +d'x! ('24 +014 31'2: _" 2a12 “34 “13 “a;

'
'

\a" l 412» “24 +.ia,,cuau c,,-na,,az,auafl

“a: un 0 “’34

._ a ' 3

a4: a42 a4a 0 _' (ala "IL-ali (“24+611al8) '

 

È da avvertire che in quest‘ ultima notazione j"r.:ra'le ogni ter

mine o dello sviluppo del quadrato, o della r.dice, che sia affetto

dal _, può ridursi ad avere il +, bastando perciò di scambiar

tra loro i due indici di un fattor qucltnque <l;l termine. Quindi

è, per esempio, che r‘ 0 sviluppo del preccd:.nt: determinante di

4° grcdo può darsi la formi

2

(al. CIL+ al! a42 + a14. ai!) '

103. Quantunque la dimostrazione da nel data del teorema pre

cedente sia semplicissima e chiara, pure troviamo opportuno di

esporne t ’altra dovuta al eh. Baltzer, modificata leggiermente.

Dobbiamo a quest’uopo rammentar la formola (n° 80)

P: “a; Ace _E’ar,i “m film

dove gl‘indici r ed s premiano tutt’i valori 1, 2, 3, . . , n, eccetto

i, e dove a“ esprime il complemento algebrico dell’elemento a“,

l'2
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preso non già nel primitivo P, ma nel determinante A“; talchè

in effetti a“ è un determinante minore di grado n-2 dei primi

tivo P, nascente dal sopprimere le orizzontali i"‘“ ed 1’“, e le

verticali i'“ ed s’"“. Ora essendo P gobbo simmetrico di grado

pari, si ha A“: 0 (n° 101); ed è inoltre a,,i=-a,,,; dunque

nella ipotesi attuale la formola di poc’ anzi si riduce a

P=Esai,r ai.s “usi

e poiché si ha pure (n° 102)

ar.| __ “r.r __ “r,r “0.8 ;

così possiamo scrivere invccc

P: E ai,r “6.: v “r,r “m

r,s

Questa formola intanto può cangiarsi nell’altra

P=(Eai.r \/af,fk)(îai,x aut);

ma siccome ciascuno degl’ indici r ed s prende i medesimi valori

1, 2, . . , i-1, i+1, . . , n, ed il segno di una radice determina

quelli di tutte le altre (n° 103), così i due fattori del secondo

membro sono identici, e ne risulta

P=(z a,-|r \/;:f)g;

 

da che poi segue

 

Vî=ìat.ft/ «m ;

vale a dire

Vî=“m + ai,a V.“=.= + ' ° + “ai-i V“‘-l,l-l

+ ai,i+i ‘ ‘ + ai,nV °‘n.n -

In tal modo VÎ’ trovasi decomp0sto in una somma di n-1 ter
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mini della forma a,,V a,,, dove a,, dinota un determinante

gobbo simmetrico di grado pari n-2. Supponendo ora ripetuta

la medesima decomposizione a riguardo delle n--1 radici V a“,

etc. I’ espressione precedente di VP sarà trasformata in

una somma di (re-1) (n-3) termini, ciascun de' quali avrà per

fattore la radice di un determinante gobbo simmetrico di grado

pari n-4. E così continuando è chiaro che si giungerà finalmente

a trasformare VPin un polinomio di termini aventi per fattori

semplicemente radici di determinanti gobbi, simmetrici di 2° gra

do, le quali perciò equivalgono ad elementi del determinante P;

da che risulta in fine che la radice di questo determinante e, co

me volea dimostrarsi,una funzione intera e razionale de’suoi ele

menti. E ne risulta inoltre che il numero de’termini di questa

funzione ascende ad

(n-l) (n-3) (il-5) >< -- ><3><1 =1><3><5>< H >< (ii-1);

e di più che ogni termine è un prodotto di -% elementi del de

terminante P, con indici necessariamente tra loro disuguali; e

che perciò formano per ciascuno de’ termini una permutazione

de’numeri 1, 2, 3, . . , n.

106. La radice del determinante P, vale a dire,quella funzione

intera e razionale de'suoi elementi, che lo riproduce elevata a

quadrato, e dotata di talune proprietà che danno a tal funzione

molto interesse per importanti applicazioni; ma la sua proprietà

caratteristica consiste nel cangiar di segno, senza mutar di valo

re, quando vi si scambiano tra loro due indici qualunque.

In fatti s‘indichi con Il la detta radice, e siaH, ciò ch’essà di

viene per lo scambio tra due indici r ed s; sarà così H: il valore

del determinante in cui mutasi P scambiandovi gl'indici 1‘ ed s;

ma questo scambio nel determinante P equivale a scambiar tra

loro la r’"“ e la s"“' orizzontale, e la r"“' ed 3"“ verticale; il che

non altera il suo valore; dunque risulta HÎ:H“. Segue da ciò che

le funzioni III ed Il non possono differire in altro che nel segno;

e per decidere se hanno un segno comune, o segni diversi baste

rà esaminare i segni che uno stesso termine prende nell' una e

nell‘altra funzione.
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Sia a“ li l‘insieme di tutti i termini di H, i quali hanno per

fattore l‘ elemento a“; così gl’ indici di tutti gli elementi, che

entrano a comporre la quantità h, saranno difl‘erenti da r ed s

(n° 105 in fine); eperciòquesta quantità resta immutata per lo

scambio tra gl’ indici r ed s. Segue da ciò che operando questo

scambio tra gl’indici di H, perché divenga H, , la sua parte un li

si muterà in a,|,h; ma le due quantità a,y,h ed a,,h sono

uguali e di segni contrarii,dunque anche H ed H, saranno ugua

li e di segni contrarii.

È ora evidente che la funzione H diverrcbbe nulla rendendovi

uguali due indici; e quindi risulta il seguente teorema:

La radice del determinante 1', gobbo simmetrico di grado pari,

muta di segno e non di valore, se vi si scambiano tra loro due in

dici qualunque. E si annulla se due indici ci si rendono uguali.

107. Scriv:ndo ad arbitrio un prodotto di g elementi del de

terminante P, se gl’indici sono tutti disuguali, questo prodotto è

sempre un termine della radice del determinante. In fatti sia il

prodotto di elementi

04'“ a,,_, . . . (lyyz ,

in cui gl’indici t, u, e, se, . . , y, z formino una permutazione dei

numeri 1, 2, 3, . . , n, il che equivale a supporli disuguali. Mol

tiplicando questo prodotto per ciò ch'esso diviene mutandovi ogni

elemento nel suo conjugato, si ha il prodotto di n elementi

“tu “mi >< ama: ax,v X ‘ ' x “y.: az.y ’

il quale, a parte il segno, è un termine di P. Per definire questo

segno osserveremo che la permutazione de'secondi indici può ri

guardarsi come derivata dalla permutazione de‘primi indici in

n

_2_ ‘ n

gno di cui trattasi sarà quello che risulta dal simbolo (--1) "a? ;

ma il prodotto di poc’anzi equivale identicamente a

virtù di scambii operati tra essi a due a due; e perciò il se

JL a a a _

(-l) ma aM . . . uy_z ,



dunque l' espressione

Il

T 2 2

7!

(-1) ‘ (-1) al,” a“: . . . avi:

sarà un termine del determinante P col segno che gli compete.

Ora questa espressione, essenzialmente positiva, ed equivalen

te ad

(at,u av..z: ' ' ' “9.1) “i

è precisamente il quadrato del prodotto considerato in principio

a,_,, a“, . , a”; e perciò un tal prodotto è necessariamente un

termine della radice di P.

108. Quest’ultima proprietà permette di formare immediata

mente ed in molte maniere un termine della radice del determi

nante P; con che tuttavia non si ha che questo termine solo; ma

vedremo or ora che da questo termine arbitrariamente formato

può dedursi in modo semplicissimo l’espressione completa della

radice; ed allora lo stesso termine va distinto col nome di termine

principale della radice, la quale per compendio si rappresenta col

simbolo '

(“La ac,:c ’ ' ‘ ’ ag.z)’

chiudendo cioè tra parentesi il termine principale, 0 più sempli

cemente con

(t,u,v,x, .. , y,z),

mettendo in veduta soltanto la permutazione degl‘indici come fi

gura nel termine principale.

È poi conseguenza della proprietà esposta al numero 106 che,

se in questo simbolo si scambiano tra loro due indici, il nuovo

simbolo rappresenta la stessa radice, ma col segno opposto; ed è

cosi per esempio che si ha

(t,u,c,m,..,y,z) ::- (u,t,c,ac,..,y,z) = (u,t,x,v,.., y,z) =etc. etc.

In generale le espressioni della radice corrispondenti a due sim

boli con due diverse permutazioni, mentre sono sempre uguali in

valore assoluto, saranno poi di segni simili o contrarii, secondo

ché le due permutazioni sono della stessa o di diversa classe; o in
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altri tcrmini secondochè il numero totale delle loro inversioni è

pari, o impari.

Bisogna osservare che, se il prodotto

al.» “0.:: ' ' ' ag.z ’

. . n .
anzrchè esser formato di î elementi, ne comprenda un nume

ro minore, ma pari, si vedrebbe esattamente come al numero

107 che in tal caso esso è un termine della radice del principale

minore determinante di P, formato nelle orizzontali definite dai

numeri di ordine t, u, e, x, . . , y, z; e quindi uniformemente

la radice di questo minore sarebbe rappresentata da

(t,u,v,a:,. . , y,z).

109. Andremo ora ad esporre il metodo per costruire la radice

del determinante P, e che possiamo rappresentar col simbolo

(192’ 3) 4s-'sn)s

ov‘è_ messa in veduta la permutazione diretta. Col soccorso di que

sto simbolo cominceremo dallo sviluppare la radice in un polino

mio di n-l termini ugualmente simbolici; ed ecco in qual mo

do. In primo luogo caveremo fuori del simbolo i primi due nu

meri 1 e 2 per darli come primo e secondo indice ad a; e forme

remo cosi il primo termine del detto polinomio simbolico

al,8(3’49 5,“,n),

nel quale il secondo fattore esprime la radice di un determinante

gobbo simmetrico di grado n-2, e propriamente del principale

minore, che si forma da P, sopprimendone le due prime orizzon

tali e le due prime verticali. Da questo termine poi dedurremo

tutti gli altri termini dello sviluppo con la legge seguente, « Ri

» manendo fisso il primo de'due indici esterni, muteremo succes

» sivamente il secondo in ciascuno de'numeri interni; a patto pe

» rò che, mentre è il primo di questi numeri interni quello che

» ogni volta prender deve il posto del secondo indice esterno, il

» numero, che si toglie da questo posto, vada ritornato al di den
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’
"‘ -_ _....

» tro del simbolo, per esservi sempre situato in ultimo luogo »

Risulta in siffatta guisa lo sviluppo, che trattasi di dimostrare ,

(1,2,3,...,n)=am(3,4,5,u.,n)+am(4,5,.u,n,2)

+am (5,6,..,n,2,3) +--+am (2,3, 4,. .,n-l). (l)

Osserviamo che lo sviluppo di VÎ, già dato al n° 105,per i=1

diviene

“4.4 + ’ ' +ax.n (2)

ed é manifesto che i termini di questo sviluppo non differiscono

in valore assoluto da quelli del precedente simbolico sviluppo,

poiché si ha, fatta astrazion da'segni,

\/Z,=(3,i,5,..,.g , V..,,, = (s,a,c,.., n.2) , ,

V;j,= (2,3,4,.., n-l).

P=al.l V“:.s+ ax.s az.s + ax.L

Quindi, siccome lo sviluppo (2) esprime un valore di VP nella

ipotesi che i coefficienti di am, a,.. . etc. rendano soddisfatta la

relazione (n° 105)

 

V “131‘ “m= “r,s ’

per dimostrare la (I) basterà dimostrare che i coefficienti simbo

lici del secondo membro verificano la (3). In somma ponendo, in

generale, senza ambiguità di segni

vam=(r+l,r+2,n,n,2,3p

V;=(s+l,s+2,u,n, 2, 3,..,s-1)=S;

.,f-I)=R,

avremo a provare che si ha identicamente

R s=am ;

anzi poiché il prodotto BS ed il determinante a“ sono, per ipo

tesi, uguali in valore assoluto, basterà provare che uno stesso

termine prende nelle due funzioni uno stesso segno.

A tal'efl‘etto cominceremo per rendere dirette le permutazioni

di B ed 5; ed osservando che nell’una vi sono (n-r) (r-2) in
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versioni, perché ciascuno de’ primi n--r clementi fa inversione

con ciascuno de' rimanenti r-2, e nell’altra (n-s) (s-2); ed

osservando che questi due numeri possono ridursi ad r ed a,

avremo

n=(_1)f (2,3,..,r-1,r+1,..,n) (4)

S=(-1)‘(2,3,..,s-1,s+1,..,n) (5)

Dopo ciò nelle permetmioni (4) e (5) porteremo in ultimo luogo

s nella prima ed r nell‘altra; ed allora, supposto per fissar le idee

r < s , troveremo

R=(-1)"' (2,3,..,r-l,r+1,..,s-l,s+l,_,,n,s) ((5)

S=(-1)"‘"' (2,3, . . , r-1, r+l, . . , s-1, s+l,..,n,r) (7)

Di fatti nella (6) ciascun de'numeri da s + 1 fino ad n fa inver

sione con l’ultimo s; e però vi seno n-s inversioni; quindi es

sendo questo numero riducibile a -s , si vede come dalla (4) de

rivi l-1 (6). Così pure nella (7) ogni numero da r+l fino ad n fa

inversione con l’ultimo r; ma siccome nella serie di quei numeri

manca s, essendo per ipotesi r<s, si hanno attualmente n-r-1

inversioni; c per l: riduionc di questo numero a -- (1‘ + 1)

resta dimostrato il paîszggio dalla (5) alla (7).

Moltiplimndo i termini principali (n° 108) di (6) e (7) si ha

l'esprcsionc

_aa,a a4.s ' ' ' art-a, n-r an,l X aa,a a4,a ‘ ° ' an-a.n-x an.r

quale un termine del prodotto 115, col segno che gli compete.

Ciascuna dille due parti separate dal segno >< comprende %- 1

elementi; ma bisogna osservare che gli elementi della prima par

tc,eccctto l'ultimo aM , non sono diversi da quelli della seconda,

eccetto l’ultimo a“; e perciò, se gli elementi della seconda parte

si mutano ne’loro conjugati - a,,, , - a“ , . . , - a”, l’espres

sione del detto termine appartenente ad BS prenderà la forma

i

("‘1) ’ aa,a as,n><a4.u au,t>< ' ' ><an-a,n»x an-x.n-lxan,a una (8)
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Questa espressione è un prodotto di n--2 elementi, nei quali

la serie dei primi indici è una permutazione dei numeri naturali

2, 3, 4, . . n, escluso s , e quella de’secondi una permutazione

de’medesimi numeri, escluso r ; e però un tal prodotto, fatta astra

zione dal sogno che lo precede,è ancora un termine del determi

nante di grado n-2, a“; ma, se dinotiamo con a il numero to

tale deile inversioni nei primi e secondi indici, è poi chiaro che

il segno che gli conviene in questo determinante è quello defi

nito dal simbolo (-1)‘*'“ , tenendo presente che a". è il com

plemento algebrico dell’elemento a“, preso nel'determinante A“, ‘

e che perciò (n°81) è affetto dal segno (-1)'*‘. Essendo ora ne

cessario di definire il valore di c, esprimente il numero totale

delle inversioni nelle due permutazioni de’primi e secondi indici

de’fattori del prodotto (8), che sono

2, 3, 4, 5, . . . , n-2, n-l, n, r,

3, 2, 5, 4, . . . , n-l, n-2, 3, n,

vediamo che la prima coincide con la (7), ed ha quindi n-r-1

inversioni; mentre l‘altra è ciò che diviene la (6) scambiando tra

loro il primo e secondo elemento, il terzo ed il quarto, e cosi di

seguito; cosi oltre alle inversioni che vi fanno col penultimo ele

mento s imumeri più grandi, che lo precedono, vale a dire

5 + 1, s + 2, . . , n-1,e che sono n-s-1,v’hapure le inver

sioni che il primo fa col secondo, il terzo col quarto, e cosi con-

tinuando fino all’antipcnultimo n--2 , e che perciò sono -g-_2.

Risulta in conseguenza

e_=(1t-4'-1)+(11-5-1)+ _ 2 ;

ma siccome per la soppressione de’numeri pari è lecito di assu

n . .

mere r =-2_- r _ s, 51 ha infine

n
E -+- t‘+ S: -2- 3

e da ciò segue che l’ espressione (8) è per valore e per segno un

termine comune al prodotto RS , ed al determinante a,.’,,. Questo

|.‘l
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funzioni adunque sono tra loro identicamente uguali; e con ciò

resta dimostrata la formola (l). - ‘

Ripetendo un analogo procedimento a riguardo de'coeflìcienti

del secondo membro di questa formola, l‘espressione della radice

del determinante P si troverà sviluppata in una somma di prodotti

di due elementi moltiplicati per le radici di determinanti gobbi

simmetrici di grado n-d; e cosi continuando si perverrà infine

alla radice di P, espressa unicamente per mezzo de’suoi elementi.

Esempii :

al" . ' a“ :(1’2,3’4)1=(an(3’4)+au (4’2)+a14 (2’3) )n

a a =(an un + a” un + un a23

4.1 ' ' 4.4

a a,, = ( 1,2,3,4,s,s ) '
xx.

, . - . ' ' = (In (3,4,5,6) +0" (4,5,(L2) +au (5,6’2,3) n

a" “se

{ + a" (6,22394) a" (2,3,4,5)

:/ u,, ( «1,, (5,0) + a,, (6,4) + a,, (4,5) ) ’

. + a,, (a,, (6,2) + a,, (2,5) + a,,‘(fi.6) )

. + a“ (a,, (2,3) + a,, (3,6) + a,, (6,2) )

+ a,, ( a,, (3,4) + a,, (4,2) -+ a,, (2,3) )

+ a,, ( a,, (4,5) + a,, (5.3) + a,, (3,4) )

_. ‘ \s

"" “12 (assasu+aas aez+auass) +axs (assass+asaass “l'anatra

+al4 (afiflail+atîzaltî +assaan) +alx (altflaid+aflla‘l+abLafll

+al‘ (assass+aasaal +afllaiL)

110. Nella ipotesi che il determinante P sia gobbo simmetri

co, cercandonc la derivata rispetto ad un elemento qualunque.
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a“ si ha dapprima, esattamente come al n.° 98,

dP __ da“

dar" _ Ah! + AI,T da,"

 

ma essendo a,,, =- a“ la derivata che figura nell’ ultimo ter

mine equivale a - 1; dunque

dP

da”

Ora, se P e di grado dispari, la sua derivata è nulla (n.° 100, I)

al pari dello stesso P; e quindi si ha in tal caso A“= A“; ri

sultamento già noto (n° 100). Se poi il determinante P è di grado

pari si ha - A”,= A“; e conseguentemente

dP

da“

= Ar.c_ A:.r '

 =2A.,..

Perciò: .

La derivata di un determinante gobbo simmetrico rispetto ad un

elemento qualunque è nulla, se il determinante è di grado dispari;

e, se di grado pari, e doppia del complemento algebrico dello stesso

elemento,

111. Derivando l’equazione identica

P=<vî>fl

rispetto ad un elemento a“ si ha

da.,.da“

 

ma se P é gobbo simmetrico di grado pari il primo membro

equivale a 2A“; cosi risulta in questa ipotesi

Ani: VÎ’ dP

da“ '

 

Intanto essendo per le proprietà generali dei determinanti

P=amAm+ una Am + ' ' + “mi Ar.n

0 = ar,x A:.z '+' una As,z + ' ’ + a'r,n Amo
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in virtù della relazione precedente questo farmelo si riducono a

- _‘ d\/1î eVî d\/Î.
VP -amm + ar.nm+n+armm ’

__ dVÎ d\/î - dVî_ ‘
0 _ar,l a"! m+“+armm ,

e si ha il seguente teorema:

In ogni determinante gobbo simmetrico di grado pari la somma

de’prodotti degli elementi di qualunque linea per le derivate della ra

dice del determinante rispetto agli elementi medesimi, equivale alla

stessa radice. Ed è poi nulla la somma de’prodotti degli elementi di

qualunque linea per le derivate della radice del determinante ri

spetta ai corrispondenti elementi di un’altra linea dello stesso nome.

112. Per le applicazioni delle ultime formole supponendo

7 Vî=(r,l ,2,..,T-Ì,T+Î ,.-,n)=ar,x(2a3v”r_lîr+1":’n>+ ‘ '

- - + am(s+l, s+2,.., n, 1,2,..,s-1)+ -

risulta

(IP

da
' T,I

 =(s+l, s+2, .., n, 1,2,. .,s-1),

e questa espressione, in cui mancano r ed 5, può farsi servire a

calcolare i coefficienti delle dette formole.

Delermlnanll gobbi.

113. Se un determinante gobbo si decomponga in determinanti

in cui siano nulli gli elementi principali,com‘è prescritto al n° 72,

i determinanti che risultano da siffatta decomposizione saranno

tutti gobbi simmetrici (11" ‘92). Intanto, lasciando da banda il

caso generale, ch'è il men frequente nelle applicazioni, osserve

remo che il caso meriteiole di maggiore attenzione si ha quando

gli elementi principali del determinante gobbo sono tra loro tutti

uguali. Dinotando adunque P un determinante di tal natura, sup

porremo am=am= . - =a“ =av; ed allora, se s’indica con Po

ciò che diviene il determinante P,quando vi si fa x:0,e con 2PM



93

la somma di tutt’i principali minori di grado r di Po , conforma

mente alla trasformazione esposta al n° 72 si avrebbe

I’:m“+w""zP,,|,+:c""xPo'l+ - - +e:">:P,,_.,,_,+acsz,,_,+Po ;

ma siccome tutt’i determinanti che figurano nel secondo membro

sono gobbi simmetrici; ed ogni determinante gobbo simmetrico

i grado dispari è nullo, cosi sarà 2P0,1=0 , 2P0_,=0 , 2P0’8=0 ,

etc.; e quindi risulta, se n è pari ,

P:m”+ac”"sP,,+x“2P,,+ -- +00"2P,,,,,.,+Po ;

e se n e dispari ,

P:zc"+a:""zP,y,+x“"‘sP,|,-t- -- +00‘2P0,,,-,+szM_, ;

e nell'uno e nell’altro caso i determinanti che entrano nei secon

di membri saranno quadrati perfetti, perché gobbi simmetrici di

grado pari; ma in riguardo alla prima di queste due formale me

rita di esser notato che tutti termini del secondo membro sono

composti di quadrati, e sempre positivi, qualunque sia il segno

di x; e da ciò segue, che:

Un determinante gobbo di grado pari, in cui siano uguali tra

loro gli elementi principali, può essere sviluppato in una somma di

quadrati, ed è quindi una quantità essenzialmente positiva.

Esempio:

a: a b c =x‘+(a’+b’+c’+d’+e‘+fl)x“+(df_be+cd)’

-a a: d e

-b-d a: f

-c-e_f se

Quando' gli elementi principali di P seno tutti uguali ad 1, le

formolc precedenti si riducono a

per n pari . , P:1+2POI,+2PM+. . +2Poln_,+Po;

per n dispari , P=1+ZPM+EPM+ . . +EPO,,,_,+EPM_, .
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Attualmente i termini de' secondi membri sono formati di som

me di quadrati; e si ha perciò l'altro teorema:

Un determinante gobbo di qualunque grado, che abbia. tutti gli

elementi principali uguali ad I, può svilupparsi in una somma di

quadrati, ed èquindi una quantità positiva.

Esempio:

1 a b =l+a”+b“+c’.

-a 1 c

-b-c 1

g. XI.

MATRICI E DETERMINANTI A DUE SCALE.

114. Quando alcuni de’primi o ultimi elementi di una linea di

una matrice sono nulli per ipotesi, chiameremo elemento iniziale

ed elemento finale della linea il primo od ultimo di quelli che

hanno valore effettivo. '

Ciò premesso, se in una matrice vi siano r successive orizzon

tali così disposte che i loro elementi iniziali cadano in successi

ve verticali, diremo ch’esse formano un sistema a scala, la quale

sarà diretta, se il numero degli elementi nulli, che precedono gli

elementi iniziali, cresce da una orizzontale all’altra; ed inversa

nel caso opposto. Se di più gli elementi effettivi di ciascuna oriz

zontale siano i termini di una stessa serie, diremo ch’esse for

mano una scala di grado r, diretta o inversa; e la serie si chia

merà serie generatrice della scala. Così in ciascuna delle matrici

a,a,a,a,a,.. ’ 000a,,a,..

0aoaxaaa,.. 00aoa,a,..

00a,,a,a,.. 0aoa,a,a,..

000a,,a,.. a,a,a,a,a,.

si ha una scala di grado r relativa alla serie ao , al , a,, etc.,

diretta nella prima matrice, ed inversa nella seconda.
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Se i termini della serie generatrice sono, come in questi

esempii, figurati da una lettera variata con indici crescenti in

ordine naturale, per indicare o la serie, o una scala di grado r,

useremo il simbolo (a0), cioè chiuderemo tra parentesi il primo

termine della serie; e, se occorra di tenere in vista il grado della

scala, scriveremo (un), .

È importante ad osservarsi che nella notazione degli esempii

medesimi gl’indici in ogni verticale procedono anch’essi in ordine

naturale, decrescente da sopra in sotto nella scala diretta, cre

scente nella inversa.

Una scala è completa se l'elemento iniziale della prima o ultima

orizzontale appartenga alla prima verticale della matrice. In al

tro caso la scala è incompleta; ma, a meno che non si avverta il

contrario, intenderemo sempre che si tratti di scale complete.

È chiaro che nella scala di grado r 1’ elemento iniziale del

l' ultima orizzontale, se la scala è diretta, e della prima, se è in

versa, appartiene alla r'"“ verticale della matrice, ed è preceduto

da r-1 elementi nulli. Quindi in una matrice che contenga solo

una scala di grado r, formata con una serie generatrice di k ter

mini, le verticali saranno al numero di k+r-l.

115. Più specialmente avremo qui a considerare matrici a due

scale costruite come segue. Siano le due serie

ao’ax’anvfliae’as+xr as+a"”am

bs,b. , b. ,..,b,,

dove, supposto che m non sia minore di n, si é messo

E =m_n ;

così, mentre : esprime la differenza tra i numeri de’ termini delle

due serie, nella prima da a‘ ad a,,, si contano tanti termini,quanti

sono quelli della seconda. Posto ciò formeremo una matrice a due

scale (a,) e (bo), l’una superiore e diretta. di grado qualunque r,

l’altra inferiore ed inversa di grado s, ma a patto che gli elementi

dell’ultima orizzontale della scala superiore, a contare da aE fino

all’ultimo a,,, , siano verticalmente allineati con tutti gli elementi
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della prima orizzontale della scala inferiore, a contare dall‘ini‘

ziale bo fino all’ultimo b,,, di guisa che bo cadrà immediatamente

al di sotto di a,. Per questa condizione il grado s della scala in

feriore non è più arbitrario; ed è evidente che questa scala è for

mata da tante orizzontali,quanti sono gli elementi dell‘ultima li

nea della scala superiore, dall'iniziale a0 fino ad a, . più il numero

degli elementi nulli, che precedono l’iniziale; e siccome i primi

sono i +1 , e gli altri r-1 , sarà

s:(g+l)+(r-I):r+v:r+fn-ri (1)

ed intanto per la descritta matrice avremo il seguente tipo

 

“o al ‘ ar-a ar-x 01‘ ° (16-: a:-a a5-x a: ' af+l-l ‘

a0 ' ar-s ar-a af-x ‘ as-4 ac-a ac-a aa-x ' aT+I-a ‘

0 0 . ao aI a, . as_Il as a“l a“, . a,+,

0 0 . 0 no al . a,_, a,_l as as+x . a,

0 0 . 0 0 0 . 0 0 D0 bI . b,

0 0 . 0 0 0 . 0 bo bl I), . br+x

0 0 . 0 0 0 . bo a, 1), b, . b,.+a

0 bo ‘ r-s r-z r-x ' bl-4 bs-a bt-a ba-x ' br-H-a ‘

bo b: ‘ r-a 1'-l 1‘ ‘ bI-«i bJ-n l-: 5 ' r+I-z ‘

 

Intorno a questa matrice faremo le seguenti osservazioni.

1. Finchè sia 6 > 0, o, ch'è lostesso, m > 11, il grado della

scala superiore sarà minore del grado della inferiore; e gli sarà

uguale se e = 0, cioè se m: n.

II. Quando la matriceè estesain sulla dritta fin dove lo com

portano le due serie generatrici, gli elementi finali delle orizzon

tali di ciascuna scala saranno anch’essi disposti a scala, formando

una linea obliqua parallela a quella degl’iniziali; ma in partico

lare è da notarsi che l'ultimo elemento a,,, dell’ultima orizzontale

della scala superiore, e l’ultimo b,, della prima orizzontale della

inferiore staranno entrambi nell’ultima verticale della matrice.
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III. Il numero totale delle verticali di questa matrice è u

guale a quello delle verticali della matrice, che si formerebbe o

solo con la scala superiore, o solo con la inferiore; e sarà quindi

espresso o da m + r, o da n + s; e di fatti dalla relazione (1)

risulta m + r= n + s.

116. Nella matrice a due scale chiamiamo associate due oriz

zontali equidistanti dalle estreme; laonde sarà la prima associata

all’ultima, la seconda alla penultima; e cosi di seguito. Dunque,

se le due scale sono di gradi uguali, ad ogni orizzontale dell’una

corrisponde un'associata neil’altra;ma se i gradi differiscono di e,

per ciascuna delle prime e orizzontali della scala inferiore non

vi sarà la corrispondente associata nell‘ altra scala. È chiaro che

in due orizzontali associate della matrice a due scale (a,,) e (bo) gli

elementi iniziali ao e bo si trovano in una stessa verticale, al

pari di due altri elementi qualunque affetti dai medesimi indici.

117. Considerando la serie delle matrici a due scale (a0) e (bo)

nelle quali i gradi delle scale superiori siano i numeri naturali

1,2,3,et0., vedremo da (1),che i gradi delle inferiori sono espres

si da 1 + e , 2 -|- e , 3 + e , etc. Ora noi distingueremo queste

matrici per ordini, e l‘ordine di una matrice sarà il grado della

scala superiore; quindi, se questo grado e 1, la matrice é del 1 .°

ordine; se 2, del 2.° ordine, etc. '

118. Data qualunque matrice di p orizzontali e q verticali, e

supposto q > p,combinando le prime p-l verticali con ciascuna

delle altre, ne risulta una serie di q -p + 1 determinanti, che

chiamiamo sistema dei successivi determinanti della matrice, distin

guendo con l'epiteto di principale il primo di essi, il quale è for

mato dalle prime p verticali, e da cui ciascuno degli altri diffe

risce soltanto nell’ultima verticale. Così per esempio la matrice

di tre orizzontali e cinque verticali

abcde

a'b’c’d’e'

al! b”/ 6” dl! e]!

dà luogo al sistema de’ tre successivi determinanti

H
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c , a b d , a b e

a' b’ c' a' b’ d’ a’ b’ e’

al! b” C” al! b” d” a” b” e//

il primo de' quali è il determinante principale; mentre il secondo

ed il terzo sono ciò che diviene il principale cambiandovi succes

sivamente l’ultima sua verticale nella quarta e nella quinta verti

cale della data matrice.

Si comprende che , se p > q , la matrice non può dar luogo a

determinanti; e, sep = q, la matrice è quadrata, e darà luogo ad

un solo determinante. ’

119. Sia Nr il numero de‘suecessivi determinanti della matrice

a due scale (a,,) e (bo) di gradi r ed s; ed essendo in questo caso

p=r + s, q=n+s (n°115,111.), sarà

N,=n-r+l .

Segue da questa formola che i successivi determinanti delle ma

trici degli ordini 1°, 2°, 3°, . . , (ii-1)“, n"‘° sono viceversa in

numero di n, n- 1, n -- 2. . . , 2, 1; cosi la matrice in cui la

scala superiore è di grado n, èquella dell‘ordine il più elevato,c la

sua scala inferiore sarà di grado m. Nella matrice dell'ordine n + 1

il numero delle orizzontali supera di una quello delle verticali; e

quindi non vi è più luogo a determinanti.

Nel sistema de’ successivi determinanti di una matrice a due

scale (a,) e (bo) il principale si distingue dagli altri in ciò che in

quello gl'indici procedono in ogni orizzontale nell‘ordinenaturale

fino all'ultimo;mentre negli altri la continuità degl’indiciè inter

rotta dalla penultima all'ultima verticale.È chiaro intanto che, se

gl'indici di tutti gli elementi dell'ultima verticale del principale

determinante si aumentano di 1, si ha il secondo determinante

del sistema; se di 2, si ha il terzo; etc. ; ed in generale aumen

tandoli di p unità, si avrà il ( p + 1)”‘° determinante della ma

trice.

È utile di notare che nell'ultima verticale del principale deter

minante il primo ed ultimo elemento hanno per indice il nume

ro r + s-- 1; ond‘è che il tipo della sua matrice si ha in quella
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del n° 115, limitata alla verticale che si è messa in veduta in ul

timo luogo. E gioverà pure di tener presente che i due elementi

di quest’ultima verticale appartenenti rispettivamente all’ultima

orizzontale della scala superiore ed alla prima della inferiore,vale

a dire i due elementi a,e b, , sono quelli i di cui indici esprimono

inversamente il grado della scala inferiore, ed il grado della su

periore.

120. Per indicare in modo conciso la matrice a due scale (no)

e (b) di gradi r ed s si offre spontanea la notazione

(ao)r

(bo).

che faremo ancora servire a rappresentare qualunque de' suoi suc

cessivi determinanti, applicandole esternamente un indice uguale

al numero di ordine del determinante che si considera, diminuito

però di uno; di modo che il principale determinante avrà 1’ indi

ce 0, il secondo l'indice 1, il terzo il 2, etc.; e perciò gli n-r-t-l

determinanti della matrice saranno ordinatamente dinotati da

(ao)f (0.)f (“0)r (ao)f

(bo)l (bo): (bo)! (bo)!

Ma spesso indicheremo la matrice con una semplice lettera, cui

talvolta daremo per indice il suo numero di ordine, vale a dire il

grado della scala superiore; ed allora per indicare uno qualunque

de'successivi determinanti aggiungeremo al detto simbolo, come

secondo indice, il numero di ordine del determinante, sempre di

mi nuito di uno. Così se la matrice s’indica con M, , i suoi succes

sivi determinanti saranno rappresentati da MM , M,yx , Mm , etc.

In generale se M ed N dinotino due distinte matrici, che ab

biano uno stesso numero di successivi determinanti, ed avvenga

che quelli della prima siano, uno ad uno, ordinatamente uguali a

quelli dell'altra, scriveremo
 

uguaglianza complessiva, che si risolve in tante uguaglianze,

quanti sono i successivi determinanti di una delle matrici.

  

7"’

2

’ ’

   

71-T1

     

0
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121. Intorno ai successivi determinanti di qualunque matrice

notiamo ciò che segue: , 'x

1. Se ad una orizzontale se ne aggiungano, o tolgano delle

altre, i determinanti della matrice non mutano di valore; e se una

o più orizzontali si molti1-licbi':o per quantità arbitrarie, i suc

cessivi d;terminanti saranno tutti moltiplicati pel prodotto delle

stesse quantità.

II. Se le prima 1‘ orizzontali formano un sistema a scala di

retta, e siano nulli tutti gli altri elementi delle prime r verticali,

isuccessivi determinanti saranno divisibili pel prodotto degli

elementi iniziali delle prime r orizzontali; ed i quozienti saranno

i successivi determinanti della matrice che si forma dalla data

sopprimendone le prime rorizzontali, e le prime r verticali (n°42).

I III. “Viceversa, se ad una matrice si aggiungano r. prime

orizzontali, ed 1‘ prime verticali, a patto che quelle formino un

sistema a scala diretta, ed in queste siano nulli tutti gli altri ele

menti, 1' successivi d3terminanti della nuova matrice saranno

uguali a quelli della prima, moltiplicati pel prodotto degli ele

menti iniziali delle r orizzontali che si sono aggiunte. .

122. Stabilite queste nozioni esporremo una speciale trasfor

mazione di cui sono suscettibili le matrici a due scale, e meglio

i loro successivi determinanti. Intanto in ciò che segue useremo

il simbolo (aer per esprimere la difl‘erenza de’ due monomii a,b,,

b,a, , i quali si mutano l‘uno nell'altro cambiando a in b, e vice

versa; talchè sarà

(afbl) = arbl '_' brar'

Risulta da questa convenzione:

1. Che l’espressione (a,b,) è nulla, se r:s.

II. Che le due espressioni (a,b,) ed (a,b,) sono tra loro uguali

e di segni contrarii.

III. E che, supposto r<s, è nulla un'espressione della forma

(arbc)+(ar+zbr-x)+ ' ' + (ai-le-t-l)+ (asbr) ’

dove l’indice di a cresce in ordine naturale da r ad 8, mentre

quella di b decresce da s ad 1’. In fatti i termini equidistanti
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dagli cstremi sono uguali a due a due, e perciò si distruggono.

Ciò premesso per rendere evidentissima la trasformazione, di

cui trattasi, distingueremo due casi, secondochè i gradi delle due

scale sono uguali, o disuguali.

Caso 4°.

Trasformazione delle matrlcl a due scale di gradi uguall

123. Supposto che le serie generatrici delle due scale siano

ao,a,,a,,..

bo,b,,b
2"

san,

'10",

(a0)

(bo)

per la matrice dell'ordine r"‘°, che dinotiamo con Dr , avremo il

seguente tipo

  

a0 ' ar-p ‘ ar-a ar-z ar ar+x ‘ ar+q-r '

0 . ao . a,,,_,I ap_, ap ap+l . aq+q_, .

0 . 0 . ao a, a, a, q+x

0 . 0 ao ax a, a,

0 . 0 bo , ba . b,

0 . 0 , , b, . ba+l

0 . b0 b,,_l bp bp+l . bp+q+,

I)o ° bp-n ' r-e br-r br br+x ' br+q+x . b,+,_,, . o o

a,.+,_p.0 0
 

In questo tipo, oltre_alle prime ed ultime orizzontali di ciascuna '

scala, si è pur messa in veduta la p'"“ orizzontale della scala in

feriore, e l’associata nella superiore (n°116); e, per le ragioni che

or ora vedremo, le prime r verticali sono state separate dalle ri
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manenti con un tratto rettilineo. Ora noi sommelieremo questa

matrice alla seguente trasformazione:

» Rimanendo inalterata la scala superiore, moltiplicheremo

» tutte le orizzontali della inferiore per a,,; indi a ciascuna ag

» giungeremo tutte le altre che la precedono in questa scala or‘

» dinatamcnte moltiplicate per al , a,, a, , etc: , e dalla somma

» toglieremo le loro associate nella scala superiore, ordinatamen

» te moltiplicate per bo, bx , b,, etc.

S‘indichi con D’ la nuova matrice; e siccome la medesima è, al

pari della primitiva Dr , costituita con 2r orizzontali ed n+r ver

ticali (no 115,111), sopprimendone le prime r orizzontali e le pri

me r verticali, otterremo un‘ altra matrice di r orizzontali ed n

verticali, che dinoteremo con A,. , e che sarà distinta col nome di

ridotta della matrice a due scale D,.; ed intanto andremo a dimo

strare che: Isuccessivi determinanti di D, sono ordinatamente uguali

ai successivi determinanti della ridotta A, .

In fatti segue dalla legge di trasformazione che i successivi de

terminanti di D’ sono uguali a quelli di D,, moltiplicati per a;

(n° 121, 1.); e però si ha l’uguaglianza complessiva (n° 120)

U:«13 D, . (1)

Inoltre è chiaro che gli elementi nulli, i quali precedono gli ele-‘

menti iniziali in tutte le orizzontali della scala inferiore di D, , si

riproducono ancora come nulli in D’. In fine, se dinotiamo con

un simbolo c l’elemento di D’, trasformato di un elemento qua

lunque b, della p“ orizzontale della scala inferiore di D, , si avrà

c=aobz+azbs-r+ ' ' + ap-xbs-p+x_(boafl_bras-z+ ' ' +bp-zas-p+r)

o più brevemente (n° 122)

c=(aobs)+(axbs-z)+ ' ' +(ap-sz-p-l-x) ' (2)

In questa formola l’indice di a cresce da zero a p-1, e quello

di b decresce da s ad s-p+ 1; ma bisogna osservare che, se

l’elemento b, , che per ipotesi appartiene alla p'"" orizzontale della

scala inferiore di D,, si trovi ancora di appartenere ad una delle

prime r verticali, allora l‘indice di b decrescerà necessariamente
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fino a zero, perché ciascuna di queste verticali contiene l’elemen

to iniziale bo; e però in tal caso si ha (n°122, III)

c=(aobal+(alba-x)+ ' ' +(al-1,71)+(asbo)=0

Segue da ciò che nella matrice D’ sono nulli tutti gli elementi

delle prime 1‘ verticali appartenenti alle ultime r orizzontali; e

quindi i suoi successivi determinanti,divisi per a; , saranno uguali

a quelli dell’altra matrice che si forma da essa sopprimendone le

prime r orizzontali e le prime r verticali (n° 121, Il); vale a dire

saranno uguali a quelli della ridotta A,; ed in conseguenza si ha

l'eguaglianza complessiva

D’= af, A,. ,

donde in virtù della (1) si ha l’altra

D,= A,;

e ciò dimostra, come si é annunciato, che i successivi determi

nanti della matrice a due scale D, equivalgono a quelli della ri

dotta A, . -

124. I determinanti della matrice primitiva trovansi in siffatta

guisa trasformati in determinanti di grado metà;e ciò è bene im

portante pel calcolo numerico; ma ora aggiungiamo che la stessa

ridotta A, può essere costruita con un metodo molto più rapido

e semplice di quello che risulta dalla legge di trasformazione.

Supponendo che questa ridotta sia

CL: 61.! CL! ' cx.q ’

cl.l cm: 02,: ‘ ca.q '

. . . . . - (Ar)

Cp,, L”,’a C?" .

c'r.z cf,l cr.s ' cr,q '

osserveremo che il suo elemento cM é il trasformato di quell‘ele

mento della matrice Dr , che appartiene alla p'"“ orizzontale della

 

.l_kL_______
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scala inferiore, ed alla (r+q) verticale, e quindi dell'elemento

bm_,. Così, per avere l‘espressione di cM , basterà mutare nel

la (2) l‘indice s in p + q--1 ; ed in tal modo si ha la formola

1"

ci"?= (a0bfifl’i)+(albp+q-a)+ (albp+q-s)+ ' ' +(ap-x bq) 9

la quale porge tutti gli elementi di A,., dando a p e q tutti i valori

1, 2, 3, . . , n. In questa espressione di cM è costante per ogni

termine la somma degl’indici di a e b, ed uguale a p +q-1,

cioè uguale alla somma de'due indici di c diminuita di uno; inoltre

l’indice di a vi cresce da zero a p-1, mentre quello di b decre

sce da p +q-1 fino a q. Laonde essa costa in generale di p ter

mini; ma questo numero è minore nei seguenti casi:

1. Se p + q- 1 > n la formola perde tutti i primi termi

ni in cui l'indice di b è maggiore di n, e comincerà dal termine

con b,,.

Il. Se p > q la farmela perde tutti gli ultimi termini, a co

minciare da (aq bp_,), poichè si ha (n° 122, III)

(aqbp_,)+(aq+, b,_,)+ -- +(a,,_. b,..)+(a,-. bi)= 0

In questa ipotesi adunque la l‘ormola può finire col termine (a,,_x b,,);

e da ciò poi segue che in ogni caso è lecito di arrestarla al ter

mine in cui l'indice di b è il più grande degl‘indici di e“; con

che si evitano riduzioni.

Dall’ultima osservazione deriva intanto il fatto degno di nota,

che l’espressione di cM non cambia di valore mutandovi p in q,

e viceversa; talchè si ha sempre

CIMI=ON» ‘

Così gli elementi della matrice ridotta A, sono subordinati al prin

cipio di simmetria; e ne risulta in particolare che il suo princi

pale determinante A,._o è un determinante simmetrico.

125. Ponendo mente alla natura della matrice primitiva Dr , si

riconosce immediatamente che, se dalla ridotta A, si sopprimesse

l'ultima orizzontale, si avrebbe la matrice A,_, , ridotta di D,_, ,

cioè della matrice a due scale dell‘ordine r-1; sopprimendone

invece le due ultime orizzontali, si otterrebbe la matrice A,_, ,
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ridotta di D,_,; e cosi di seguito. Da ciò poi segue che,per avere

il completo sistema delle ridotte delle matrici a due scale di tutti

gli ordini dal 1.° all’ordine n'"°, basta costruire la ridotta della

matrice a due scale dell’ ordine n'"° , ch’è il più elevato; vale a

dire la matrice A,, , ridotta della matrice quadrata D,, , e però

quadrata anch’essa; dire allora le ridotte A, , A, , A, , etc. delle ma

trici adue scale Dl , D,, D, , etc: si avranno rispettivamente nelle

matrici formate o con la prima orizzontale di A,, , o con le due

prime, o con le tre prime, etc.

126. Intanto,essendo A,, una matrice quadrata,essa per l‘osser

vazione fatta nella fine deln° 124 è una matrice simmetrica , e

quindi la sua costruzione può ridursi a quella del seguente siste

ma triangolare a scala

01,1 01,3 ° cx,p-l cx,p cl,p+x ‘ cl,n-x cr,n ’

02.2 ‘ 0242-: 6241 cs,p+x ' ca.n-x 62.1t

cp-x.p-x cp-r.p cp-I.p+l ' cp-r.n-z cp-r."

cP.P cp.p+r ' Cp,n-r op."

CIH’IJH-x ‘ cp+x.n-l cp-H,n

cn_l.n_l c’n_l,l

 

ah,"

il quale é tutta quella parte della matrice quadrata, la quale si

arresta alla principale diagonale.0ra la stessa costruzione di que

sto sistema può essere grandemente agevolata nel modo che an

diamo a dichiarare.

È da notarsi che de’ due indici che figurano nel simbolo di qua

lunque elemento del detto sistema il primo non è mai maggiore

del secondo. Ora supposto q > p si ha (n° 124, II.)

op,q=(aobp+q-r)+(asz-I-q-n)+ ' ' +(“p-abqfl)+(ap-zbq) ;

ma siccome il secondo membro, senza tener conto dell’ultimo

15
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termine esprime l’elemento c,,_,| 9+, , cosi essendo in tal guisa

bp+q-x)+(albp+q-s)+ ' ' +(ap-anfl) ’cp-r.q+x=(ao

risulta

. ce.e=cp-Lq+l + (“H ba) '

Questa formola , ponendovi successivamente q :: p , p +1,

p + 2, . . , n , porge le espressioni di tutti gli elementi della 11""

orizzontale del sistema triangolare, pe’ quali adunque si ha

CP'I’ = cp-x.p+x + (ap-xbp )

cp.p+x : cp-x.p+a + (up-xbpfl)

“mm = °P-W+= + (aP-lblH’l)

cp,n-x = cp-x,n + (“p-xbn-x)

t'p'n : 0 + (ap_xbn ) .

Si osservi attualmente che la serie de' primi termini dei secondi

membri non è altra cosa che la serie de’ successivi elementi del

la (p -- l)'"“ orizzontale del sistema triangolare , a cominciare

però dal terzo; e di più che la serie degli ultimi termini è quella

de’ successivi determinanti della matrice hilineare

a0 aI a, . ap_l a,, ap+lt . a,,_l a,,

bo bx b, . b,,__li bp bp+x . b,,__, b,,

formata con le serie generatrici delle due scale (a0) e (bo), a con

tare però dalla 11"" verticale; e da ciò risulta che: I successivi ele

menti della p'"“ orizzontale del sistema triangolare sono uguali a

quelli della (p- 1)"'“ orizzontale, a cominciar dal terzo, rispettiva

mente accresciuti dei successivi determinanti della matrice bilineare

che si forma con le serie generatriei delle due scale, a contare dalla

sua p'"“ verticale.

Quindi e manifesto che le orizzontali del sistema triangolare si

deducono_di una maniera facilissima l’una dall‘altra, osservando

a tale uopo che gli elementi della prima orizzontale di questo

sistema sono soltanto i successivi determinanti della matrice
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bilineare,a contare dalla prima verticale; ed intanto la costruzio

ne della ridotta generale A,, , resa indipendente da formole, va ef

fettuata con un procedimento semplice e rapidissimo.

Supponendo per un esempio che le serie generatrici delle due

scale siano quelle con le quali é costituita la matrice bilineare

abcdl

tuva;

 

fermeremo dapprima il corrispondente sistema triangolare

au-bt av -ct (Ml-dl ,

ax-dt bx-du

+ bv -cu

 

cw-dv

e quindi la matrice quadrata e simmetrica di 3° grado

au-- bt av -ct ara-dl

av--ct ate-dl ben-da

+ bo -cu}

ax-dl ba:-du etc-dv

 

Questa matrice adunque é la ridotta dalla matrice a due scale

del 3° ordine

“OQOQG

ÈM©QG°'

.GÉ°>QQ*G eguag, geea.o oSa.oo

a:00

ed il determinante della prima è uguale a quello della seconda.

Sopprimendo poi dalla ridotta generale l’ultima orizzontale si ha

l’ altra matrice

au-bt av-ct ax-dt ,

av-ct ate-dl bar-da

+ bv- ca}
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come ridotta della matrice a due scale del secondo ordine

a b e d 0 ;

0 a b c d

l0 t u v a:

t u e a: 0

 

ed i due successivi determinanti di quella saranno ordinatamente

uguali a’due successivi determinanti di questa. In fine,soppri

mendo dalla ridotta generale le due ultime orizzontali, si ha la

matrice di una sola orizzontale

| au-bt av-ct are-dl I ,

come ridotta della matrice a due scale del primo ordine

abcd

tuvw

,

  

la quale non è che la stessa matrice bilineare. Ora è chiaro che

i successivi determinanti della prima non sono altra cosa, che i

suoi successivi elementi; e questi equivalgono in fatti ai succes

sivi determinanti dell’altra. 4

Caso 2.°

Truforma:lone della mah-lei n due scale di gradi disuguall

127. Questo secondo caso può subito ridursi al primo. Dinotata

tuttavia con D, una matrice a due scale di gradi r ed r + a , rela

tive alle serie generatrici

a0’al9fl9ag-xiasîa€+l"" “fa (un)

b! ’ bi+l ’ °' ’ bm

cominceremo per rendere uguali i gradi delle due scale , ag

giungendo a orizzontali alla scala superiore; e però indicando

con D',+E la nuova matrice, avremo (n° 121,111) l‘uguaglianza com

plessiva .

’ (1)
__ 8

DT+E_GO D7 '

Bisogna però osservare che attualmente la scala inferiore (be) della
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nuova matrice è incompleta (n°114);ma se la serie (b,) si riguar

di come un caso particolare della serie

bo,b,,..,b,_,,b,,befl,..,bm (bo)

la quale riducesi a quella supponendo b,=b,= ° - =b,_,=0, allora

la novella matrice D',+E potrà essere considerata come una matrice

a due scale di gradi uguali e complete relative alle due serie (ca)

e (bo), e quindi sommettersi alla trasformazione del n.° 123, salvo

ad annullarsi a calcolo finito le bo , bx , . . , b,_, . Chiamando adun

que À,+B la ridotta di r+ = orizzontali, che si ottiene in questa

ipotesi, si avrà l’uguaglianza complessiva

D' -A
r+r" f+i’

dalla quale in virtù della (1) risulta l'altra uguaglianza della stes

sa natura

Dr= ‘:_5 Ar+ee quindi deriva che nel caso presente:lsuccessici determinanti della

matrice D, sono ordinatamente uguali a quelli della ridotta A,+g ,

divisi per a; .

Fatta per tanto astrazione da questo divisore , e manifesto che

non evvi alcun’ altro divario tra il primo ed il secondo caso; e qui

pure nella matrice A,,H , o A,,, , ridotta di quella a due scale D,,

dell’ ordine il più elevato , si ha una ridotta generale, quadrata e

simmetrica, la quale si costruisce esattamente con lo stesso pro

cedimento del n° 126 applicato alla matrice bilineare

a,, a,. .a,_,a,a,,,..am ;‘

o o ..o b,b,+,..bm

intorno a che giova di riflettere che il procedimento, di cui si

tratta, è affatto indipendente da' valori particolari dei termini

della serie generatrici delle due scale.

È chiaro inoltre che, sopprimendo dalla ridotta generale l’ulti

ma orizzontale , si ha la matrice A,,+,_, ridotta di D,,_,; soppri

mendonc le due ultime si avrebbe la matrice A,,+,_,, ridotta di

D,,_,, etc.; ma quindi è palese che, nel caso presente, le ri
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dotte delle matrici a due scale D1 , D,, etc. sono le matrici AE+x ,

Ai“, etc., costituite rispettivamente 0 con le prime :+ 1 oriz

zontali della ridotta generale, o con le prime s-i-2 , etc.

128. Segue dalla (2) che i successivi determinanti della ridot

ta A,“ sono esattamente divisibili per età. Ora è agevol cosa a ri

conoscere che, volendo effettuare questa divisione, basta cambiare

nella ridotta il sistema delle prime C orizzontali in una scala in

versa (b,) di grado e. E di fatti, se la trasformazione del n.° 123,

anziché estenderla a tutte le 1‘ + I orizzontali della scala inferiore

della matrice D',+, , si limita alle sole ultime r orizzontali, rima

nendo immutate le prime E orizzontali di questa scala, e quindi

si dinoti con A',.+B la ridotta che si ottiene sopprimendo dalla tra

sformata le prime e orizzontali, e le prime e verticali, è chiaro

che allora,invece della (2),si perviene all'uguaglianza complessiva

__ r
Dr'_A r+e ’

esprimente che i successivi determinanti della matrice a due

scale D, sono precisamente uguali ai successivi determinanti della

nuova ridotta A',.+e; la quale d'altronde è ciò che diviene la prima

ridotta AH,E mutandovi solo le sue prime e orizzontali in una scala

inversa (be) . Adunque con questa semplicissima modifica i suc

cessivi determinanti della matrice AH,,3 restano sgombrati del fat

tore af,, il che non solo è importante pel calcolo numerico, ma

costituisce un fatto di molto interesse per le applicazioni.

129. Per concretare con un esempio tutto ciò che si rapporta al

secondo caso cercheremo le ridotte delle matrici a due scale rela

tive alle due serie

a,b,v,d,e,f,

t,u,v,

per le quali si ha m=5, n=2, 5:3. Formata adunque la ma

trice bilineare

a b c d e f

0 0 0 t u v

’
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e quindi, col metodo del n° 126 , il sistema triangolare

0 0 at au av ,

al au'+bt av+bu bv

av+bu+ct bv+cuv cv

cv +du-et dv-ft

ev-fu

col principio di simmetria otterremo la ridotta generale e qua

drata

0 0 al au av '

0 al au+bt av+bu be

at au+bt av+bu+ct bv+cu cv (6)

un av+bu bv+cu cv+du-et dv--ft

ab bv cv dv-ft ev-fu

ed il determinante di questa matrice, diviso per a“, sarà uguale

a quello della matrice quadrata a due scale dell’ordine il più

elevato relative alle date serie generatrici, vale a dire al deter

minante della matrice di 2° ordine

I

a b c d e f 0

0 a b c d e f

0 0 0 0 t u v

0 0 0 t u v 0 (7)

0 0 t u v 0 0

0' t u v 0 0 0

t u v 0 0 0 0

Sopprimendo ora dalla (6) l’ ultima orizzontale si ottiene la

matrice _

0 0 al au av

0 al au+bt av+bu bv '

(8)
al au+bt bv+cu bv+cu cv

au av+bu av+bu+ct cv+du+et dv-fl

, I l_4_'4____ _
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come ridotta della matrice a due scale del prim’ ordine

abcdef

000tuc

00tuv0 (9)

0tuv00

tu11000

ed i due successivi determinanti della (8), divisi sempre per a’ ,

saranno uguali ai due corrispondenti determinanti della (9).

Volendo poi sopprimere da’ determinanti delle ridotte il divi

sore a’ basterà cangiare nella (6) le tre prime orizzontali in una

scala inversa di 3° grado, relativa alla seconda delle serie date;

ed in tal guisa si ha la ridotta quadrata molto più semplice

0. 0 t u e ’

0 t u v 0

t u v 0 0

. au 'av+bu bv+cu cv+du -et d'U-ft

no bo cv dv-ft eta-fu

il di cui determinante equivalea quello della (7) ; e sopprimen

done l’ultima orizzontale si avrà la matrice.

0 0 t u v ,

0 t u v 0

t u u 0 0

au av+bu bv+cu cv+du-et dc-ft

i due successivi determinanti della quale equivalgono rispetti

vamente a’ due successivi determinanti della (9).



PARTE SEGONDA

APPLICAZIONI DEI DETERMINANTI

-wu:s.ou

g. I.

RISOLUZIONE DI UN SISTEMA DI EQUAZIONI LINEARI.

1. Supponendo che tra n incognite x, , cc,, . . , se, si abbia il

sistema di n equazioni lineari

ax.x xx+ax.u xa+ ' ' +al,n xiv-“l

aa,r xl+afl.l xz+ ' ' +an,a xn:ua

an,r wz+an,s xa+ ' ' +an.n xn_un

se si forma un determinante con i coefficienti delle incognite in

tutte le equazioni, si ha quello che chiamasi determinante delle

equazioni, ovvero del sistema lineare. E se gli elementi di una

stessa verticale, che sono coefficienti di una stessa incognita in

tutte le equazioni, si mutano ne’ rispettivi termini noti, si ha un

altro determinante, che chiamiamo determinante della incognita

corrispondente. Laonde dinotato con A il determinante del siste

ma (1), e con N, quello della incognita x,, si avrà

A: “1,1 ar,a ' ‘ az,r-z ax.r ax,r+z ‘ ' ax,n ’

an,l al.n ' ' aa,rflx an,r an,f+x ‘ ‘ al."

an,l an.a ' ’ afl,ffll an,r afl.f+l ‘ ‘ afl.fl

Nr= ah! “ma ' ° ar,r-x u: ax,r+x ' ‘ ax.n

(19,: (12,9 ' ‘ az,r-x un a2,r+z ‘ ‘ an,fl

an.z an,a ° ' an,r-x un an.r+z ' ' “n.11

2. La nozione di questi determinanti conduce immediatamente

16
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alla risoluzione delle equazioni. In fatti, se si trasforma la r""'

verticale di A , moltiplicandola primamente per x, , ed indi ag

giungendole tutte le altre moltiplicate per le rispettive incognite,

cioè la prima per x,, la seconda per x,, etc: il nuovo determinante

sarà equivalente al prodotto A.r,; ma d'altra parte, siccome gli

elementi della 1‘“ verticale son divenuti uguali ai primi membri

delle (1), e manifesto che il nuovo determinante non e altra cosa

che il determinante N,; e quindi risulta

Ax,.=N,. (4)

Questa equazione, in cui si trova la sola incognita x,, dimostra

che: Il valore di una incognita qualunque è espresso da una fra

zione che ha per numeratore il suo determinante, e per denomina

tore il determinante delle equazioni. Cosi quest'ultimo determinan

te è denominatore comune alle espressioni di tutte le incognite,

per le quali adunque si ha

ax,:N, , ax,=N, , ax,=N, , . . , A:t,,=N,,. (5)

Supponendo per esempio due equazioni

aa: +by :c ,

a'x+b'y=c' ,

      

si ha

a b se: e b , a b y: 41 c

a’ b' c’ b’l a’ b'l a' c’

E per tre equazioni

aa:_+by+cz:d ,_

a'x+b’y+e'z=d’ ,

a”w+b”y+c”z=d” ,

posto ‘

.A: a b c ,

a' b’ c'

a” b” 6"
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si avrà

Aa:=d be ,Ay=a d e ,Az:tlbtl

d’ b' c’ a' d’ c’ a’ b’ d'

dl! b!! 6’! al! di! c// al! bi! dl!

3. Bisogna avvertire che i termini noti delle date equazioni,

messi nel determinante della incognita, comportano i proprii se

gni,se si trovano nei secondi membri, come nelle (1); ma trovan

dosi ne'primi, i loro segni dovranno mutarsi, o si muterà il se

gno allo stesso determinante. Così avendosi le equazioni

av+bu+c=0 ,

a'.v+ b’y+ c'=0 ,

si otterrà

abx=-cb=-cb ,aby=a-c=-ac

a’ b’ -c' b’ c’ b’ a’ b’ a’-c’ a' c'

           

4. La risoluzione delle equazioni può ancora farsi dipendere da

altre proprietà dei determinanti. Se le equazioni (1) si moltipli

cano ordinatamente pe‘complementi algebrici degli elementi della

r""' verticale di A, vale a dire per A,Ù,. , A,, , . . , A“, addizio

nando i prodotti si vedrà subito che nel primo membro sono nulli

icoeflicienti di tutte le incognite, eccetto il coefficiente di 2:,

(par. 1‘, n° 46), il quale equivale a A . Risulta in tal guisa

Axr= “1Ax.r + unAs,r + ‘ ' +unAn.r ’

ed è chiaro che questa formola coincide con la (4) , perché si ha

N,.=u,Am-t-u,A,_f-F ° ' + u,,A,,,.

5. Poiché il determinante A è denominatore comune alle espres

sioni di tutte le incognite, se avvenga che questo determinante

sia nullo, senza che lo sia alcuno de'numeratori, i valori delle in

cognite saranno tutti infiniti; vale a dire non esiste per esse in

tal caso alcun sistema di valori finiti capace di soddisfare alle

equazioni, le quali perciò sono incompatibili.
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Ora è importante di osservare che,se è nullo il denominatore A,

e lo sia nel tempo istesso uno de'numeratori, tutti gli altri nu

meratori debbono, in generale, esser nulli.Cosl, supposto che sia

nullo il numeratore N, , dimostreremo che è nullo qualunque al

tre numeratore N,. Di fatti per ipotesi si ha da un lato

Nr:“1Am‘+ uaAfl.f+ ' ' +unAn,r=o;

ma d‘altra parte, essendo ancora per ipotesi A = 0, le quantità

A,,, A,_, , . . , A,,|,. sono proporzionali alle quantità A“ , A“, . . ,

A,,|, (part. 1‘, n" 89); dunque nell‘ultima formola sarà lecito di

mutare quelle in queste; e quindi risulta, come Voleva dimostrarsi,

N:= uxAx,l+ uaAn,c+ ‘ ' +unAn.a= 0 '

Segue da ciò che, quando è nullo il determinante delle equa

zioni, e lo è pure il determinante di una incognita, allorai va

lori di tutte le incognite prendono in generale la forma indeter

minata -3- ; ed indeterminate esse son difatti, perciocchè le equa

zioni non sono tra loro indipendenti; ma una di esse è conse«

guenza delle altre. Per esempio, volendo dimostrare che nel caso

attuale la prima delle equazioni (1) può dedursi dalle altre, mol

tiplicheremo ordinatamente queste equazioni, esclusa la prima,

pei complementi algebrici degli elementi di una verticale qua

lunque di A, come la r'"", escluso ancora quello del primo ele

mento; ed allora addizionando i prodotti avremo l’eguaglianza

(“1.: An.r + ax,x As.r + ' ' +an,x An,r) xx

+ (“11,11 Az,r + “1,2 As,r + ' ' + an,a An,r) x2

+ (“hm Aa,r + “3,11 Ax.r + ' ‘ + “un: An.r) w"

: (un Aa,r + M: As,r + " + un An.r '

Ora è chiaro che nel primo membro i coefficienti delle incogni

te x, , oc, , . . , az,, equivalgono rispettivamente a -amAm,

- amA,yr, .. , - a,,,,A,,, (par. 1‘, n°46); ed il secondo mem
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bro in virtù della (6) equivale a -- u,A,,, dunque risulta

(“1,1 ml + (11.: ma + ‘ ' + “un ma) Ai.r=uxAx,r '

Questa equazione, se A“ è diverso da zero, porge la prima del

le (1), la quale in tal guisa vedesi dedotta dalle altre; e perciò,se

sono nulli ad un tempo il determinante delle equazioni, e quello

di una incognita, il sistema delle proposte equazioni è, in gene

rale, indeterminato. '

6. Se tra n incognite si abbia un sistema di n + 1 equazioni,

questo sistema è più che determinato; ed affinché le equazioni

possano coesistere è necessario che i valori delle n incognite, ri

cavati da n qualunque delle equazioni, verifichino la rimanente;

o in altri termini, bisogna che eliminandosi dalle equazioni tutte

le incognite, la risultante sia una identità. Ora questa risultante

identica, o equazione di condizione per la coesistenza di tutte le

equazioni si ottiene immediatamente eguagliando a zero il deter

minante di grado n+ 1. formato con i coefficienti delle incognite

in tutte le equazioni e con i loro termini noti, cui può darsi, co

me piaccia, o il segno proprio a tutti, o a tutti il segno contra

rio. Cosi , supponendo che le n equazioni (1) debbano coesistere

con l’altra

b,a:,+b,x,+ - - +b,,m,=v , (7)

la risultante sarà l’equazione

a a,,, . a“, u, =0. (8)

a2.l a2,2 ' “2,?! ai

.ln fatti questo determinante non muta di valore,se dall’ultima

' verticale si tolgano tutte le altre moltiplicate per le rispettive in

cognite; ma intanto gli elementi di quella verticale, cangiandosi

nello difl‘erenze tra i primi ed i secondi membri di tutte le equa

zioni, saranno tutti nulli, se le equazioni si suppongano coesi

stenti, e però sarà nullo lo stesso determinante.
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Reciprocamente se l‘equazione (8) è soddisfatta, le equazioni (I)

e la (7) formeranno un sistema di equazioni coesistenti, ed allora

ciascuna di esse sarà una conseguenza delle altre. Cosl,per esem

pio, volendo dimostrare che la (7) coesiste con le (1), e può de

dursi da esse, basterà sommettere alla medesima trasformazione

di poc’ anzi l‘ultima verticale del determinante; che in tal guisa

la (8) diviene

ax,x al.l ’ al.» 0 =0 9

‘12.: “2,: ‘ al,l 0

ama una ' an.n 0

b: ba bis v_(blxl+blxfl+ ' ‘ +bnxn)

e poi si trasforma nella seguente

al.l ax,a ' al,n ( v_(blxl+ bnwa+ ' ' + bn'rn) ) :0 ’

a'I,l al,fl ' ai,"

“9),! albl ' al.fl

Ora de‘due fattori il primo è il determinante delle equazioni (i),

che non è nullo, quando si supponga che le equazioni siano sod

disfatte da valori finiti delle incognite x, , x,, . . , w,,; e quindi

è nullo invece il secondo fattore; il quale adunque riproduce

l‘ equazione (7) come una conseguenza delle (1), e però come

coesistente con quelle, poiché verificata dagli stessi valori delle

incognite.

7. Nella risoluzione di un sistema di n equazioni lineari con n

incognite merita attenzione il caso in cui tuttele equazioni man

cano di termini noti; e tale è il caso delle equazioni (I) ove si ab

bia u,=0, u,=0, . . , u,,=0.

In sill'atta ipotesi il sistema di queste equazioni si riduce ad

am x,+a,_, se, _+ . . + a,_,, x,, =0)

a“ x,+am x,+ . . + a,y,, x,, =0

' (9)

“ri,: wz+an,a x: + ' ° + un.» wn =0
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ed è chiaro che ideterminanti delle incognite sono tutti nulli,

poiché ciascuno ha una verticale di elementi nulli; e però se A,

determinante delle equazioni,é diverso da zero, i valori delle in

cognite saranno tutti nulli; e questi valori rendono evidentemente

soddisfatte le equazioni.

Nulla di più vi è a dire, finché il determinante A è diverso da

zero; ma se questo determinante è nullo, ‘ le espressioni di tutte

le incognite prenderanno la forma indeterminata -3-; e real

mente esse sono indeterminate, imperciocché, se ad una qualun

que di esse si dia un valore arbitrario,le equazioni (9) si cangia

no in n equazioni con n- 1 incognite , le quali dovranno am

mettere valori determinati (n°6), essendo per ipotesi soddisfatta

la relazione

=0 ,II, .a

2.: ° aa,n (10)

l,"

an,x an,n ' armi

la quale nel caso attuale è la risultante delle dette equazioni, os

sia l’equazione di condizione per la loro coesistenza. Così i valori

delle n - 1 incognite, e quello dato ad arbitrio alla rimanente,

formeranno un sistema di valori per tutte le n incognite, capaci

di verificare le n equazioni; da che poi segue che le incognite, e

quindi le equazioni istesse sono indeterminato, e ciascuna sarà

una conseguenza delle altre.

Ma se si considerano i rapporti di n - 1 incognite alla rima

nente, per esempio di tutte le prime all’ultima .v,, , troviamo che

questi rapporti sono necessariamente determinati. In fatti le equa

zioni (9) divise per w,, , e messo per compendio

mi mi

-_-=U ::v ..
H Il ’

wn n

x1!-I

 
:’U

 
fl-l ’

divengono

ax.z 0: + ar.a va + ° ' + ar,n-r ’vn-r + una =0;

an.r va + “ma va + ' ' + az,n-r Uri-x + an,n =0

“ma ’01 + ait,a va+ ° ‘ + an,n-z vn-r + 01‘,“ =0
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e si hanno in tal guisa n equazioni tra il - 1 incognite v, , v, , . . ,

v,,_,; ma essendo per ipotesi soddisfatta la risultante di queste

equazioni, che non è diversa dalla (10), ne segue,come voleva di

mostrarsi, che sono determinati i valori delle incognite, le quali

 
attualmente rappresentano irapporti la- , w“ , etc.

x” ‘66”

Ora è importante di osservare che nel caso presente le inco

gnite m,, m,, . . , x,, sono proporzionali ai complementi algebrici

dei loro rispettivi coefficienti in qualunque delle equazioni (11),

vale a dire ai complementi algebrici degli elementi di qualunque

orizzontale del determinante A. Ed in fatti, essendo A:O, è

sempre nulla la somma dei prodotti degli elementi di qualun

que orizzontale sia per i loro complementi algebrici,sia per quelli

degli elementi di ogni altra orizzontale; e però applicando questa

proprietà alla 1‘“ orizzontale, si hanno le n relazioni

al.x Af.l + ax.l Af,a + ' ‘ + al.» Ar,n = 0

“la Ar,x + an.a Ar,a + ° ' + un.» Ar,n = 0

an.x Af,x + an.l Ar.a + ° ' '+' “ma Ar.n = 0 ‘

Intanto siccome questo sistema non è diversa dal sistema (9),è ma

nifesto che i rapporti

 

non sono diversi da‘ rapporti

Ar.x Ar,a Ar,n-x

_ s s ' ' 9 "__

ATI" Affi} Ar,n

 

e si ha quindi la proporzione

x,: m,: m,: ..: x,,=A,,,: A“: A“: . . : A“, ,

la quale dimostra per lo appunto che le incognite w, , m, , . . , a:,,

sono proporzionali ai complementi algebrici degli elementi di qua

lunque orizzontale del determinante del dato sistema di equazioni.
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8. Occorrendo di sostituire in una funzione lineare di n varia

bili i loro valori determinati da n equazioni lineari, il risulta

mento si può esprimere per mezzo di determinanti. Supponiamo

che i valori di x, y, z, i quali verificano le equazioni

ax+by+cz+d=0,

a’a: + b’y + c'z + d’:0 ,

al/m + bl/,y + o”; + dl/:0 ,

debbano sostituirsi nella funzione Aw+By+Cz-v-D. Dinotata

questa funzione con U avremo un‘ equazione che deve coesistere

con le date, e quindi l’equazione di condizione

a b c d =o,

a’ b' c' d’

a/lb/lclld/l

A B C D-U

che si trasforma evidentemente (par. 1‘, n° 48) in

abc0=abcd;

a’ b' c' 0 a' b’ c' d’

al! bl/ a” 0 al! b/I cl! d”

ABCU ABGD

laonde chiamando A il determinante delle equazioni, si avrà

U: a b 6 d i

a' b' 0' d’ A I

a” b” c” d”

A B C D

In generale è chiaro che il risultamento della sostituzione è

espresso da una funzione che ha per denominatore il determi

nante delle equazioni, e per numeratore il determinante che rap

presenta la risultante delle stesse equazioni e della data funzio

ne, come fosse anch'essa un' equazione.

17
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g. n.

INTORNO ALLA DIVISIONE TRA DUE FUNZIONI INTERI; ,

ED AL PROCESSO DEL MASSIMO COMUN DIVISORE.

Divisione

1. Date le due funzioni intere e generali di gradi m ed n

A=a,,x"+a,x""+ . . +a,, , B=box“+b,w““+ . . + b, ,

e ritenuto che m non sia minore di n, se si divida A per B finché .

si abbia un quoziente intero in x, questo quoziente ed il resto sa

ranno rispettivamente di gradi m -n ed n -1 ; laonde designan

doli c'on Q ed B, e messo per compendio m -n = s , potrà sup

porsi

Q=Iow‘+qlw“+ - ‘ +«n , I‘=v.,flv“"+v.w”"+ . - +v.t_, ;

e la quistione si riduce a determinare i coefficienti q e e. Ora

essendo identicamente A = QB +B, vale a dire

a,,:c'" + a,x”“‘+. . +am

= ( q.,w’ +m“+ - - + a) (bow” +M“+ - - + 0.)

+coac""‘ + c,x"_’+ . . + c,,_l ,

sviluppando il prodotto, ch’è di grado n + = = m, ed eguaglian

do icoell‘icienti delle potenze simili di se nei due membri, si han

no i due sistemi di equazioni lineari

a0 =qobo

0. = qob,+ qlbo

(1) a. =qob,+ qlb, +qtb,

a; # q,,b,+ (1. b._. + e. bt_.+ - - + M
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aPd : q0 b,,_x + qx b, + q,l b,__, + . . + q,bI + ca

a,“ = q; b,,_, + q, b,+l + q, bE + . . + q,ba + cl

(2) ' . . . . .

a,+,+,= q, b,+,+, + q, b,+, + q, b,,,,_x + . . + q,b,+, + c,

Le (1) indipendenti dai coefficienti del residuo co,-c, , etc. val

gono a determinare i coefficienti del quoziente go, q,, etc. ; e

quindi le (2) varranno a definire i coefficienti del residuo; ma

questo cenno merita più distinto sviluppo.

Residuo

2. Per avere in generale l‘espressione di un coefficiente qua

lunque del residuo,eome di c, , osserveremo che, dovendo le equa

zioni (1) coesistere con ciascuna delle (2), e però anche con quella

che contiene c, , dovrà essere soddisfatta la condizione (5 I, n°6)

b 0 0 . 0 a,, = 0 (3)
0

b b0 .0ax
I 0

b, b,b .o a,
0

1’: bs-r bs-s ' be a:

bs+|+x bs+r bt+I-l ‘ bs+r at+l+r_cs

la quale subito si trasforma in

b, 0 o .o 0=bo o o .o

b, b, 0 .o o b, bo o .o a,

ob, b,bo .0 o b, b,bo . a,

bs-r l’s-z ' ho 0 bit br-r be-n ' bo a:

bi+l+l bi+l bE+I-I ‘ bl+l cl bl+l+l bl'+l bl+I-l ' bl+l al+l+l

bi

Di questi determinanti,di grado E +2 , il primo equivale a b2*'c, .

In quanto all' altro, scrivendo le verticali in ordine inverso, epoi .

\
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mutando le orizzontali in verticali, non cangia il suo valore as

soluto, ed il segno sarà definito (par. 1“, n°39,1) da

(_1)';_{5+2)(5+1):(_1)%S(E-l)+l=_(_1)éi(E-l);

I|u

laonde ponendo (‘) i=(-i) ‘(‘"‘) , risulterà

8 “E+I+I
_1 un al a€_, as_,a

v.=;bìr, o o .o o ha mm

o o .o bo b, b,+,

o o .bo b, b, b,+,

0 bo ' bE-3 bZ-E bE-l bE+8

b0 1)! ' bE-8 bî-l bE î+l+l

Questa formula, facendovi successivamente s-=0, 1, 2, . . , n-l,

porge tutti i coefficienti del residuo; ma come i determinanti,cui

dà luogo il secondo membro, sono i successivi determinanti della

matrice a due scale, di gradi 1 ed 5 +1, formate con le serie

dei coeilìcienti delle funzioni A e B ; se si dinota questa matrice

con D, , e quindi con D,yo , Dm , Dm, . . , D,,,,_l i suoi succes

sivi determinanti (par. 1“, n° 120) (“), ponendo

P = (Dm mn_x+Dm mn-Q+Dx,a xn_a+ ' ' +Dlm-x ’

otterremo pel residuo l‘espressione

1

R=_Îb-îîip.

Così la costruzione del residuo B vedesi ridotta a quella del poli

nomio p , il quale si forma all’istante, poiché i suoi coellicienti

(') Si tenga presente che in tutto ciò che segue il simbolo i avrà costan

tementelo stesso significato.

(”) Per le convenzioni stabilite nel luogo qui citato la formola precedente

può mutarsi in
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sono i successivi determinanti della matrice di 1° ordine, a due

scale (a0) , (bo) ; edè osservabile ch‘esso è intero non solo rispetto

ad x, ma anche rispetto ai coefficienti delle funzioni A e B.

3. L’espressione del polinomio p si compendia subito in un

solo determinante, perciocchè i coefficienti sono determinanti, i

quali non differiscono che nell’ ultima verticale ; e quindi si ha

P: do a: ‘ as-a “5-: a: (ai+lmn_x + aa+a wn_n + ‘ +' am )

00 .0 0 b,,(bx x"“+b, x‘“+.+b,, )

00 .0 ho bx (b, m’“+b’, x"”+.+b,,x)

0 0 . bo bI 118 (b, x""+b, m"“’+.+b,,x‘)

0 bo . be_s bs_g b€_l(bs x""‘ + bEH x"" + . -l- b,,af"’)

bo bo ‘ bI-a bs-x ba (l7.-:+1"1"n_x + be+z xn_a + ' + bn ma )

Del resto è chiaro che questo determinante si forma dalla matri

ce totale D, riunendo in una le sue ultime n verticali, ordinata

mente moltiplicate per x"*‘ , x"*’, . . , a: , w”.

4. Ma 1’ ultimo determinante prende una forma notevole se al

l'ultima verticale si aggiungano tutte le precedenti moltiplicate, ‘

a cominciar dalla prima, per le successive potenze w“, x”"",

x"+‘ , m", poiché allora si ha evidentemente

0.,

P: a0 a: ’ ae-a as-x ae A

o o .o o bo B

0 o .o ba b, Ba:

o 0 .b, b, b, Bee“

0 bo . b,_, b,_, b,_, Ba:“‘

b, b, . b,_, b,_, b, Bx‘

5. Per concretare con qualche esempio le precedenti trasfor

mazioni supporremo in primo luogo che siano uguali i gradi delle

funzioni A, B. In tal caso si ha m==n, s=0, i=+ 1, e quindi

1

R:- T P.

0
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Inoltre i coefficienti del polinomio p sonoi successivi determi

nanti della matrice

ao al a, a,..a.;

bo bIl b, b,..b,

  

e si ha in conseguenza

        

  

p: ao al x""+ ca a, x""+ a0 a,- m”"+..+ do a"

bo b, bo b, bo b, b,, b,

= (10 (a,a;"“+ tl..’lî""’+...t..afi_I w+an) = a0 A .

bo (b,x“"+ b,x"”+- -+b,.__x w+b,) b0 B

  

Supponendo in secondo luogo che i gradi di A e B difl‘eriscano

di uno, avremo m=n+1, 5:1, i:+1, e però

1
_-_._
__.. ba Po

Attualmente i coefficienti del polinomio p sono i successiVi deter

minanti della matrice

aoa,a,a,. . a" a,H_,;

0 bob,b,. . b,an

bobl b,b,.. b,, 0

e quindi risulta

n- n_. .

p= a0 a, a, x '+ ao aI a, x ’+..+ ao a,a,, x+ ao aI a“+x

0 ho e,» o bo b, 0 bo b,,_, 0 b, b,

bo b, e, ho b, b, b,, b, b,, b,, e, 0

= a0 a, (a, :c""+a,x“‘”+ . . +a,, x+an+,) = a,, al A

0 bo (bl w""+b,m”"+ . . +b,,_,x+b,, ) 0 ho B

bo bIl (ba x""+b,x""+ . . +b,, a: ) b4J bIl Ba:
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Quozlento

6. Un coefficiente qualunquéq, del quoziente Q è dato dalle

prime k equazioni del sistema (1); e si ha così la formola generale

1b00 0 .0ao (_1)Kao bo 0-0_.0

qi=,?b, t, 0 .0a, =bî. a, b, i», o ..o

b, bx bo .0a, a, b, b, b0 .0

bli-lblt-l bk-S - bo alt-i alt-r bls-z bll-l blu-s - bo

bk bk-zbk-a - bxalt al: bk bli-lbb-i - bi

la quale, ponendovi successivamente k=0, 1, 2, 3, etc. porge

1 a,b00

MI =_r'
, bo al [bo

0. b. 1’.

° b.’ ‘_ 1»:

ab

° ° ,etc.

 

di 1).

 

7. Ma il quoziente Q si può esprimere con un solo determi

nante.ln fatti dovendo le 3 + 1 equazioni (1) coesistere con l’altra

Q=qoxt+qrwt_:+qnxt_ì+ ' ' +qi ’

sussisterà l'equazione di condizione

b, 0 o . o 0 a, =0,

b, b, 0 . o o a,

b, b, bo . 0 0 a,

be bE-I bE-l ' bl bo ai

mi x‘" x“’ . a: 1 Q

la quale risoluta rispetto a Q, nel modo tenuto per la (3), porge

 
Q=-l b,,0 0 .0ao ao.aE_,a,_,a,0;

’bl“ b,b, o .Oa, ibì+‘o.o o b,,1

b,b, b,, _.0a, 0.0 b, b,.v

0.b,b,b,w*

b, b,_, b,_, . b, a, . . .

a:‘ x"‘ a;"’ . 1 0 bo . b,_, b,_, b, x2
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e se dinotiamo con q l'ultimo determinante, il quale è intero non

solo rispetto ad a: , ma anche rispetto ai coefficienti di A e B, si

avrà più semplicemente

1

Q

Applicando queste formole ai medesimi esem‘pii del numero

precedente, si ha:

  Pel 1° esempio , Q=bl_q , q: no 0 =ao

" ba 1

. 1
Pel 2° esempio , Q:Îq , q: a0 a,0

° 0 b,, 1

ha bx a:

8. Intorno alla divisione aggiungiamo le due seguenti osserva

zioni :

I. Spesso la divisione della funzione A per B vuol regolarsi

in guisa da ottenersi un quoziente ed un resto intero non solo

rispetto ad 0;, ma anche rispetto ai coefficienti di A e B. Ora è

chiaro che perciò basta moltiplicare il dividendo pel principale

coefficiente del divisore (*), elevato ad una potenza uguale al nu

mero de’termini del quoziente,e quindi per bf,""; ma e manifesto

che il quoziente ed il resto, che si otterrebbero in questo caso,

sarebbero appunto i due polinomii che abbiamo indicato con q

e con p.

Il. Talvolta la divisione vuol condursi innanzi anche con po

tenze negative di a: al quoziente; ma si comprende che la legge

di composizione de'successivi coefficienti è sempre quella che ri

sulta dalle formole del n° 6; ed è così per esempio che si ha:

  

a‘,a:+al _& _,_i aob0 _, i aob00 _,__ _
b,,a:’+b,x+b," bo “ b; a,b, ‘” +1); 3‘ o” °t°'

  

, (’) Si usa di chiamare principale coefficiente di una funzione intera e ra

zìonale di una variabile quello che appartiene alla più alta potenza della

stessa variabile.
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Relazioni tra I coefficienti

del dividendo , dei divisore, e del reslo.

9. I coefficienti de’polinomii A, B, B, che sono dividendo di

grado m, divisore di grado n, e resto di grado n-1, dànno origi

ne ai tre sistemi di quantità

' ao’a1vanv-°ram /(ào)

ba,b,,bz,..,bn (bo)

Co ’ 61 'ca "' " Cfl-I (60)

tra le quali sussiste una importante relazione,che esporremo nel

seguente teorema :

I successivi determinanti della matrice a due scale (b,,) e (ca), di

un’ordine qualunque r , sono proporzionali a quelli della matrice

a due scale (a,,) e (ho) dell'ordine r+1.

Se nella matrice a due scale (b,,) e (ca) dell’ordine 1' si aggiun

gano 5+ 1 orizzontali alla scala superiore (bo), con ciò non si fa

che moltiplicare i suoi successivi determinanti per bi“; e quindi

essendo r+1 il grado della scala (ca), usando una notazione con

venuta (par. 1“, n° 120), avremo l’uguaglianza complessiva

1

b3+1

(bo)f+l+x

(CD)7+1

Bisogna intanto osservare che la matrice del secondo membro è

incompleta nella Scala inferiore per 2+ 1 orizzontali (par. 1’,

n° 114); ma se il simbolo c,, si muti in 7k+€+,, e ciò per aumen

tarne l’indice di e + 1 unità, allora la serie c,,, c,, . . , c,,_x ,

mutandosi in 16+, , 76+,, . . , 7M, , potrà riguardarsi come un

caso particolare della serie

(bO)T

    

c0 T+l

70’7i’7a""7':’7c+172+nv"’7c+n’ (70)

che riducesi a quella supponendo 70=y,= .- 7,:0. In questa

ipotesi adunque l‘eguaglianza precedente può scriversi

(bo)r 1 (bo) f+î+l ;‘

(co)r+z b:+x ('Ì'o)r+x

ma attualmente la matrice a sinistra è una matrice completa. In

   

18
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vertendovi l’ordine delle due scale,perchè sia superiore quella di

grado più piccolo (par. 1', n° 115), non si altera punto il valore

assoluto dei successivi determinanti; e siccome ciò si ottiene di

sponendo le orizzontali in ordine inverso, così si trova agevol

mente che il segno conveniente a ciascuno, è quello definito da

L f_l , .
,‘ 6 (E )-+T+I:_:(_1)9‘+11y ’ .

poiché (n° 2, nota 1“) si ha i:(_l)%‘ (H); e quindi risulta

(bo)r __ 1(colf-+1 _ (_l)r+l ibî+‘

Ciò premesso faremo subire alla scala superiore (10) dell'ultima

matrice la seguente trasformazione, che punto non altera i valori

de’suoi successivi determinanti « Ad ogni orizzontale di quella

» scala aggiungeremo la sua associata (part.1‘, n° 116) nella scala

» inferiore (bo) con altre a orizzontali,che immediatamente la pre

» cedono in questa scala, ordinatamente moltiplicate, a comin

» ciare dall’associata, pe'successivi coefficienti del quoziente,vale

» a dire per q,, , q. » q. , . . , qi ». È chiaro innanzi tutto che in

tal guisa gli elementi nulli, che precedono l’elemento iniziale 7,,

di qualunque orizzontale della scala superiore, si riproducono

ancora come nulli in seguito della trasformazione; ed inoltre

che la serie degli altri elementi 70, 7,, 7,, . . , 75, 7“, , 7E+, ,

etc. psi cangia nella serie delle espressioni

('Yo)r+x

(bi?) T+C+X

    

70 + qoba ’

71 + qobx + qxbo ’

71 + qobl + qlb! + qabo ’

72 ‘+' ‘10": + qibs-z + qnbs-n + ' ’ + qs bo ’

7e+x+ (lobs+x + qbe + qzbE-l + “ + q: b: ’

'ls+a+ qobs+a + qzbs+r + qnbc + ' ' + q: ba ’

Oraessend0‘h:yx=ya: -- :76:0 , 8 15_1:60 , 7‘+a=cl ,

etc. , osservando ai sistemi di equazioni (1) e (2) , si vede che
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questo espressioni equivalgono ordinariamente ai termini della

serie a,,, al , a, , etc.; e ne risulta che la scala (70) si trasforma

nella scala (11,). Così l’eguaglianza (4) diviene

(b.)f 1 (a.)f+.

(e)... =<” <t.>.....

  
  

m ’ 5
_1)' mg ( )

e sotto questa forma essa noné che la traduzione del teorema

enunciato; percioccbé indica che i successivi determinanti della

matrice a due scale (bo) e (ca), dell’ordine r, sono uguali a

quelli della matrice a due scale (a,,) e (bo), dell‘ordine r+1 , fatta

però astrazione dal divisor comune

(_1)T+l b:+l ;

donde poi segue che i primi determinanti sono proporzionali ai

secondi.

10. Immaginando che sia cambiato il segno al resto della di

visione di A per B, dovrà cambiarsi il segno a ciascuno de'coeffi

cienti c,,, c, , . . , c,,_,. In questa ipotesi adunque la scala infe

riore (ca) della matrice nel primo membro della (5) dovrà mu

tarsi in (-co); ma poscia cambiando il segno a ciascuna delle sue

r+1 orizzontali, quel primo membro diverrà

  

 

(-1)m (b.)l ;

(CO)T+I

e però nel caso che consideriamo l'uguaglianza (5) si riduce a

(b0)f = 1 (a0)f+l(co)f+l ‘ bti)-‘-x (bO)T+E+I

   

11. Nel caso particolare di ==1, cioè, quando i gradi delle

funzioni A e B differiscono di uno, si ha i=+ 1 ; quindi, se il

resto ha il suo proprio segno, si ha più semplicemente,

<b.>. = 1 (0.)...
(cv)f+l (_l)r+xbz (bo)r+a

e, se il resto della divisione abbia il segno mutato , si avrà

‘(b.)f _. 1 l(a.)f+.

<°.>... ‘ T: (li)...

’ <7)

    

(8)
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Espressioni dei residui risultunll dal processo del massimo

comun divisore tra due funzioni di gradi qualunque.

12. Istituendo la ricerca del massimo comun divisore tra le’

funzioni A e B, che supponiamo a coefficienti indeterminati, e

quindi prime tra loro, si perverrà ad un resto indipendente da x;

e siccome la funzione B è di grado n , i resti successivi saranno

di gradi n--1, n-2, . . , 2, 1, 0. intanto oonverremo di mutare

il segno ad ogni resto pria che faccia da divisore, e chiameremo

R,, B,, . . ,pB, questi n resti co’segni cambiati.

Ciò premesso essendo il residuo Ii, , vale a dire il residuo r‘"°,

di grado n-r , supporremo in generale

b(f) .Br=bgr) xn-r+ bgr)mn-T-x + _ , +b51')anr-x + n + "4 ’

e conseguentemente per r=1, 2, 3, . . , n si avrà

bolx'l-l

B,

R.

N +b'l xil-i+u+bnl_am+bnl_l ’ ,1

I!

fi-’l’

bollxfi-i + bll/ xii-3 + '. + b

mfl=wwe+wfl
’

m =%“.

Or noi possiamo subito esprimere i coefficienti di questi residui

in funzione di quelli dei polinomii A e B, oswrvando che i coef

ficienti di questi polin0mii e de’residui dànno origine al sistema

di serie (a0), (bo) , (bo’) , (bo”) (bo”’) , . . , (bo(")) , al primo terno

delle quali si applica la formola (6), e ad ogni altro terno la

formale (8). Così supponendo , per esempio , che si tratti di

calcolare i coefficienti del quarto residuo R“ figurati da b2' ,

b',v , L," , . . , bf,f , etc. avremo in primo luogo (n° 2, nota seconda)

1
xv_

b; _"' bai/In

  

ma , siccome i determinanti della matrice in veduta sono uguali
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a quelli della matrice a due scale (bo’), , (b,”), divisi per b,,”’; poi

questi uguali a quelli dell’altra a due scale (bo), e (bo')‘ , divisi

per 11,"; e poi gli ultimi uguali a quelli della matrice a due scale

(a), , (b.,),,_I , divisi per i bf,“ , risulterà

 

blv= 1 (“0)4 ‘ °

‘ 'b» ‘ (ba ba b»”)' (bo)l+s .

Ciò basta intanto per conchiudere senza più che si ha in generale

btf> 1 M - = O

  

(bo, bo bo,” ° ' b0(r_l)). (b0)f+l‘

e quindi possiamo enunciare il seguente teorema:

I coefficienti del residuo r"“’ sono uguali ai successivi determi

nanti della matrice a due scale (ao), e (bo),+,, divisi pel prodotto

de’quadrati de’principali coefficienti di tutt’i precedenti residui e della

potenza (e+1)"'“ del principale coefficiente di B, presa col + , o '

1

col - , secondochè il numero -à- = (=- 1) è pari, o impari.

(’) Potendo essere utile di conoscere il segno che prende il secondo mem

bro di questa formola quando il processo del massimo comun divisore è con

dotto senza il cambiamento di segno al resti, esamineremo per questa ipotesi

lo stesso caso considerato nel testo,ed avremo in primo luogo (n°2, nota 2').

bIV= (_1)1 (hg)!

3 b": et").

Ora il determinante del secondo membro equivale al corrispondente determi

(Zn,l,iu ; mi

  

 nante della matrice a due scale (b,'),, (60”), moltiplicato per

questo uguale aquelio della matrice a due scale (bo), , (bJ),, moltiplicato

per ; e l’ultimo finalmente uguale a quello della matrice a due scale

0

(-1)‘

i bog+x

b.v=<-1>‘ <-1>‘(-1)’ <-1>‘ | («a ‘ -
" fibr' <btbm’r ‘ ,

 

(a0)4 , (bo)‘+, , moltiplicato per ; così risulta
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13. Quando 6: 1, si ha i=+ 1, ed il teorema si modifica co

me segue:

Se i gradi dei poli-nomii A e B differiscono di uno, i coefficienti

del residuo r'"° sono uguali ai successivi determinanti della matrice

a due scale (a0)r e (b),+l , divisi pel prodotto de’ quadrati dei prin

cipali coefficienti di tutti precedenti residui e del polinomio B.

In questa ipotesi adunque il divisor comune dei determinanti

è una quantità essenzialmente positiva , e la formula si riduce a

bir) _ 1 (ao)r

_ ( bo boI bo” bo,” ' ' bo(r_l) )il (bo)r+l

14. Ponendo per compendio

  

dr: ib:+: (bo! boll bo!!! . I _ bar-1) ): ’ D". ___

  

la formola generale si muta in

1
b:r) = a_'- 1),.Il ;

quindi pe' successivi coefficienti del residuo B, abbiamo

1 1 1 1
er)=-_ Dr,o , bir):-an , b(flf)=- Dr]. ,.., b)f)_,=- Dr'n_r .

“r «r “r «r

e conseguentemente lo stesso residuo risulta espresso da

1
Br : 'a_ (Dr,oxn_r+Dr.1xn_r_l+Dr,amn_b-.+ ’ ' +Dr.n-r) ;

r

Ora è chiaro che pel residuo 1‘“ il numeratore del primo fattore sarebbe

(_1)x (_2), (_'1)3 . (-1)’+2+3H-+T= -;:- r (fil-g);

e quindi segue che,se nel procedimento del massimo comun divisore si opera

alla maniera ordinaria, vale a dire senza cambiare il segno ai resti, si avrà in

generale

 
 

(r) (-1)-1 f (f+1) (Golf

' b =-Î_fr__îfîrfi (b )
tbo (bollo . . bo o r+| I
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Che, se facciasi

lor: ID“0 xn-r+DTJ wn_r_x+Dr‘uxn_r_g/+ , , +Drm_r ,

si avrà più concisamente

1

Bf_ Zf’r‘

Dei due fattori che entrano in questa espressione il primo, che

non dipende da se, riassume tutti quei fattori ch_'è lecito di sop

primere nel calcolo de’residui, mentre il secondo p,., ch'è una

funzione di x, è ciò che importa nella teoria del massimo comun

divisore. Or noi distingueremo il fattore p,. col nome di residuo

semplificato corrispondente al residuo completo B, ; e la sua espres

sione, già compiutamente definita, può concretarsi nel seguente

teorema:

Applicando il processo del massimo comun divisore a due fun

zioni di qualunque grado A e B, i coefficienti del semplificato r'"°

residuo saranno ordinatamente uguali ai successivi determinanti

della matrice a due scale dell’ordine r’"° , formate con le serie dei

coefficienti di A e B.

E qui giova osservare che ciascuno de’ detti coefficienti è una

funzione omogenea de’ coefficienti di A e B, di grado 2r+:; ma

in particolare essa è ancora omogenea e di grado r rispetto ai coef

ficienti di B; e parimenti omogenea e di grado r+: rispetto ai

coefficienti di A. -

15. È manifesto che i risultamenti e le formule stabilite in

questo articolo coincidono, nella ipotesi di r=1, con quelle e

sposti al numero 2; ed ora aggiungiamo che le trasformazioni

operate nei numeri 3 e 4 si estendono identicamente a qua

lunque semplificato residuo. Cosi, conformemente al numero 3,

l’espressione di p, può compendiarsi in un solo determinante,

riunendo in una le ultime n-r+l verticali della matrice del

l’ordine r"'°, ordinatamente moltiplicate per le successive potenze

x“”', x"’"‘ , . . , m, i. E.se all’ultima verticale di questo de

terminante si aggiungano, come al numero 4, tutte le prece

denti, ordinatamente moltiplicate , a cominciar dalla prima ,

per le successive r+s- 1 potenze cc"**”‘, :c"‘“”” , . ., w""‘",

 



136

avremo pel semplificato residuo l’espressione’notcvole:

7-!

a ' ar-a ar-x af ‘ a&-l aI-l al ' af+I-l Ax

0 “o ‘ af-I ar-a ar-z ' ao-a aI-l 08-: ° ar-H-n Axr_a _

0 0 . un a, a, . a, a,H a“, . a, Aa:

0 0 . 0 a0 a, . a,_I a, a“+l . a,_l A

Pr:00.0 0 0 .0 bo b, .b,._,B

00.0 0 0 .b0 b,-b, .b,. Ba:

0 0 . 0 0 0 . bl biI bI . I),+l Bac'

0 bo ‘ br-a br-n br-x ‘ br-a ba-a b|-x ‘ br+a-s Bx‘_z

b | ' br-n br-z br ‘ bl-l b8-z b: ' br+a-a Bx'_‘

 
 

0

in cui il determinante a dritta differisce solo nell'ultima verticale

dal principale determinante della matrice a due scale (un) e (bo)

dell‘ordine r, e ne risulta cambiandovi semplicemente i primi r

elementi dell'ultima verticale ne’prodotti della funzione A per le

successive potenze a:'"', x"‘,.., x, 1, e gli ultimi 8 elementi ne’

prodotti della funzione B per le successive potenze 1, a: ,x’,.., a:'"‘.

16. Per concretare con un esempio le precedenti conchiusioni

supporremo

A:az‘+bz’+cx‘+dx+e ,

B =px’+qw‘+rx+s .

In questo caso si hanno tre semplificati residui p, , p, , p,, di gra

di 2°, 1°, 0; e però, formate le corrispondenti matrici di 1°, 2°,

3° ordine, avremo

abom‘+abd'z+aba
PI:

opq opr ops

par pqS 990

= abcx‘+dx+c = abA

opqz‘+rx+s opB

p q rx‘+sx p q Ba:
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p,=abcdex+ abch= abcd ca:

0abcd 0abce 0abcdm-l-e

00pqr 00pqs 00pq rac+s

Opqrs 0pqr0- 0pqrsas

pqrs0 pqrs0 pqrs0

p,= abcde00=abcde0Aw2

0abcde0 0abcde Aa:

00abcdc 00abch
000pqrsl 000pqu

00pq-rs0 00pqrs Ba:

0pqrs00 OpqrsOBx‘

pqrs000 pqrs00Bx"

 
 

17. In quanto al calcolo numerico de’semplitìcati residui non

sapremmo assegnare un metodo più semplice e più spedito di

quello che abbiamo sviluppato nel S XI della prima parte, dal

n° 123 al n° 129; e però se dinotiamo con A,.+M, A,+m , AH“,

etc. i trasformati de’successivi determinanti della matrice a due

scale Dr , siccome allora si ha in generale (part. 1’, n” 127)

1

D :--A ,
r.: a: r+.,s

otterremo

1 n-r n-r.Pr = 5'- (Ar+s,ox +Ar+s.ix x+ ‘ ' +Ar+c.n-r) ‘

0

Intanto supponendo già costruita la ridotta generale e quadrata

A,,_H , o ch‘è lo stesso A," , potremo subito esprimere il residuo p,.

per mezzo di un solo determinante,formando prima una matrice

con le prime r+; orizzontali della ridotta generale, e poi riu

nendo in una le sue ultime n-r+1 verticali ordinatamente mol

tiplicate per le successive potenze w"*', w""“ , . . , cc“ , a: , 1 ;

che in talguisa si ha un determinante di grado r+. , il quale di

viso per a: , sarà equivalente a 9,. Che se piaccia di sopprimere

questo divisore non evvi a far altro che cambiare le prime e oriz

zontali della ridotta in una scala inversa di grado : , formata con

i coefficienti della funzione B.

19
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Applicando questo processo all‘esempio di poc‘anzi, comince

remo dal formare la matrice bilineare

abcde

0pqrs

1

  

e di seguito il sistema triangolare

ap aq or as ,

ar+bq-cp as+br-dp bs_ep

bs-ep+cr-dq cs-eq

ds-er

che rappresentiamo per compendio con

e" cui 013 c" '

cl] cl! 02‘

688 Cl;

044

Quindi, essendo attualmente i = 1, avremo

      
_ a __ I .

“Pi” 6" on x + ci! Cxa x+ cn 014*“ c" 011:” +cnx+cu ’

e
cn On 62: cc: ca: 0:4 ca: cena: +cux+ou

“ton: Clx 612 c" x+ cn cm 014 : 611 cm ci: x+cu ;

021 on ca; ca: cara 614 021 cl: cl! x+cu

cu ca: on ca: Cm on Un con 6" x+cu

“Fa: cu cu cn cu '

ca: cn ca: 624

08! cm ca: 0:4

C

 

cl! 041 43 o“

18. L'espressione del completo residuo li, si ha nel prodotto

del corrispondente semplificato residuo p,- , moltiplicato per -1- ;

“r

però essendo (n° 14)

a,=ibf,*‘ (bo' ba” ba” . .. bo"*’l b,"-‘> )‘ ,
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è ancora necessario di esprimere questa quantità per mezzo dei

coefficienti di A e B; ma a tale effetto renderemo più concisa la

notazione dei principali coefficienti dei semplificati residui p, ,

p, , p, , etc.,o che è lo stesso dei principali determinanti delle ma

trici dei diversi ordini, finora rappresentati con Dm, Dmo , DLo ,

etc. In ciò che segue sopprimeremo da questi simboli il secondo

indice, e scriveremo semplicemente D,, D, , D,, 6110

Giò premesso l’espressione della quantità eq. , escludendone l’ul

timo fattore (bf,"”)°, si muta in quella di e,_, . Inoltre essendo

 

(n° 14) b}"" = ari D,_,,, , per s=0 avremo

b<;fl>=af‘ Df_. ;

-l

quindi si ottiene
1 I

._ 3 .

“r - “r-x a " Df-l ’

-x

e ne risulta

ar-xar: D:-x ‘

Questa formola compie immediatamente la trasformazione di cui

trattasi. Infatti essa porge la serie di relazioni

a|a,=D: ‘, a, a,=D; , a, al=D: , a‘a,= : , etc.

dalle quali si ricava per successive sostituzioni

1 ma: 1 DîDIDZ - - DI _i
 

1__ ' = - , . . , =_ ____e_ ,
dg -- “I D; 1 “L a‘ D: “fifl. a: Dan‘ . . Day._‘

D’ ma; inning-a);EE
i

a=a -_ a:a--...,oc =a .
l l 9 5 l ’ l‘U.+X 1 . .Essendo adunque conosciuta l' espressione di a, , poiché si ha

az,=:ibfi+x ,

nulla più manca per la costruzione de' completi residui in fun

zione de’ coefficienti de’ polinomii primitivi A e B.
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Relazioni tra i nempliiicnti residui

19. Siano Q, , Q,, . . , Q,I i quozienti che si ottengono appli

candoil processo del massimo comun divisore alle funzioni A, B,

senza sopprimere, nò introdurre alcun fattore; ed Ii, , B, , . . , R,

icorrispondeuti residui con i segni cambiati; avremo in siffatta

guisa la serie di relazioni

A=QIB _Rr ’ R: :Q:Bl _Rs ’

B=Qan_Ra ’ Ra :QLR: _R4 a

Bn-a=Qan-x_Bn ’ _

le quali, essendo in generale R,=fl , si trasformano in

“1‘

axA=aleB_-Pl ’ “a”: 91:11“: Q: P: '_ax a: P: ’

“xaaBzansz_dxloa ’ “1°‘4 Pa:aaas 04 Pa _“a “a 94 ’

“n-x “n Pro-2:4»: anQn PII-x_afl-flafi-SPH ;

e queste , se pongasi per compendio

“1 Q!: q: ’ ai“: Q.=Q= ’

di Q:: q: ’ al“; QL:q4 v

“r-n “r ‘3qu ’ /

tenendo presente che si ha in generale «,_, ar-_-D;_v diverranno

“x A:qu_Px ’ :Px :ann _DÎ P:

D:B:anx_axloz ’ D: P2 :q“°a _D: P; (10)

D;--: Pn-a : qn Pn-x_Dan_-a Pn

Intorno a queste relazioni osserviamo che le qx , q,, . . , q,, sono,

come risulta dalle (9), funzioni intere di x , la prima di grado I ,

tale essendo il grado di Q1, e tutte le altre di 1° grado; ma ag

giungiamo che desse sono altresi intere rispetto ai coefficienti di
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A e B; perché intere son pure tutte le altre quantità che sono in

vista nelle relazioni (10). Del rimanente è chiaro che {tali rela

zioni sono quelle che si avrebbero quando tutte le divisioni fosse

ro regolate in guisa da evitar frazioni (n° 8), perciocchè il primo

dividendo A si è moltiplicato per a,=ibj+x , cioè per la potenza

( 2+1)"'“ del principale coefficiente del primo divisore, ed ogni

altro dividendo è moltiplicato pel quadrato del principale coeffi- _

ciente del corrispondente divisore. Faremo inoltre osservare che

il resto diciascuna divisione. a cominciare dalla seconda, è un

prodotto di due fattori, l’un de’quali è il semplificato residuo, e

l’altro è lo stesso fattore introdotto nella precedente divisione ad

oggetto di evitar frazioni. Quindi risulta che, se il procedimento

del massimo comun divisore tra due funzioni intere sia regolato

in guisa da evitar frazioni, ogni resto, a cominciar del secondo,

sarà divisibile pel fattore introdotto nella precedente divisione; e

però, sopprimendo dal resto un tal fattore, pria che faccia da di

visore, tutti i resti cosi ottenuti corrisponderanno precisamente

ai nostri semplificati residui.

20. Segue da ciò che precede,che, in generale, tre consecutivi

semplificati residui p,_,, p,._, , p,. sono legati dalla relazione

DL: Pr-a = qr Pr-z _ Dì»! Pr ’

nella quale i valori regolari di r sono tutti gl’interi da 3 ad n,

perché l'indice di p non può essere nè minore di 1, nè maggiore

di n. Per r=n+ 1 si avrebbe

D; Pn-r = qn+x Pn _D:t-z Pn+x '

Questa relazione corrisponderebbe alla divisione del penultimo

per l’ultimo dei semplificati residui; e siccome 1' uno è di 1°, e

l' altro è di grado zero, il residuo di tal divisione è nullo, e quindi

si avrà D,',_I pn+x=0; ma D,,_, è, vista la sua significazione, una

quantità diversa da zero; dunque si avrà necessariamente

Pn+x:0 r (1)

(') Segue da ciò che, nella ipotesi di r=n+f , deve ancora annullarsi il

determinante,che esprime il valore di Pn+x, Secondo la l'ormola del n° 15; ma
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e l’eguaglianza precedente si ridurrà a D2, Pn_,=q,,+, p,,; ma è an

cora D,,=p,,; perciocchè p,, essendo l’ultimo dei semplificati resi

dui, è indipendente da re, e la sua espressione equivale all' unico

determinante della matrice quadrata a due scale (no) e (bo) , del

l'ordine il più elevato n; dunque risulta

D» Pn-x: qn+x ‘

Condizioni perché due funzioni nmmettano un divisore di grado

assegnato. Determinazione di questo divisore.

21. Fin qui si è supposto che le funzioni A e B fossero prime

tra loro,ed in questa ipotesi l'ultimo de'semplificati residui è ne

cessariamente diverso da zero; ma ora è manifesto che, se quelle

funzioni ammettano un divisor comune di grado ti in x, questo

divisore non può differire che per un fattor numerico dal sempli

ficato residuo di grado k, figurato da Pn_,,; ed in tal caso saranno

identicamente nulli tutti gli altri residui da p,,_k+l fino a p,,,

vale a dire da quello di grado k_1 fino a quello di grado zero.

Reciprocamente, se sono identicamente nulli tutti gli ultimi

residui da quello di grado k-1 fino a quello di grado zero, le

funzioni A e B ammetteranno necessariamente un divisor comu

ne di grado k in m, il quale non può differire che per un fattor

numerico dal semplificato residuo p,,._,,. Parrebbe da ciò che per

questo fatto merita un chiarimento. E dapprima bisogna osservare che, sic

come quel determinante è ciò che diviene il principale determinante della ma

trice a due scale (a.,) e (b.,) dell’ordine r , trasformandovi gli elementi dell’ul

tima verticale, come si disse in quel luogo, così, tenendo presente che nella

ipotesi attuale il numero delle orizzontali della matrice supera di uno quello

delle verticali (par. 1“, n° 119), affinché sia possibile la costituzione del de

terminante, bisogna aggiungervi un’ultima verticale di elementi nulli; e per

ciò anche nullo è il suo valore. Ma quindi esso non cesserà di esser nullo

applicando all’ ultima verticale la trasformazione dichiarata nel n° 15, vale a

dire aggiungendole tutte le altre, ordinatamente moltiplicate, a cominciar dalla

prima, per le successive potenze m""“" , z'"+""', . . , a: , l , com’esser

deve nel caso di r=n+f.
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l’esistenza del comun divisore di grado k dovesse verificarsi il si«

stema di condizioni

1),, =0 ,

D,_; =0 , Dfi-j,g =0 ’

Dn-a =0 ’ DIl-i.l :0 ‘ Dn-a,a =0 ’

Dn-k+x=0 ’ Dn-k+m=0 » Dn-k+x,a:0 ’ ' ' ’ Dn-kfl,k-|=O v

che sono in numero di -à- k(k+l). Ma è facile a riconoscere che

queste condizioni non sono tra loro tutte distinte,e le condizioni

veramente indipendenti si riducono alle seguenti k equazioni

D,.=0 , Dn_l=0 , D,,_,=o s - ' , DH+1=O ’

In fatti, supposto dapprima che si abbia soltanto D,,=O, ciò equi

vale a supporre che sia nullo l'ultimo residuo p» il quale è indi

pendente da m; ed in tal caso le funzioni A e B ammettono neces

sariamente un divisor comune di 1° grado, il quale non può dif

ferire che per un fattor numerico dal penultimo semplificato re

’ siduo p,,_, , ossia da '

D,He+D,._..x -

Ora e manifesto che in questa funzione non potrebbe supporsi

nullo il principale coefficiente D,,_, , senza che sia nullo anche

l’altro D,,_I ,,; poiché altrimenti le funzioni A e B non più am

metterebbero il divisor comune di 1° grado; il che è impossibile

quando sia,come si è supposto, D,,=0 . Cosi questa condizione,

e l’altra D,,_,=0 importano che siano identicamente nulli i due

ultimi semplificati residui p,, e p,,_,; e da ciò poi risulta che, se

non è nullo il residuo precedente p,,_, , le funzioni A e B dovran

no necessariamente ammettere un divisor comune di 2.° grado,

' il quale non può differire che per un fattor numerico dal’detto
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residuo, vale a dire da

Dfl-flxz+Dfl-fl,lx+Dn-BJ ’

Similmente si dimostra che in questa funzione non potrebbe sup

porsi nullo il principale coefficiente D,,_,, senza che lo siano gli

altri due D,,,_m e D,,__,Ill , perché altrimenti le funzioni A e B non

più ammetterebbero un divisore di 2° grado; ma ora, senza più,è

manifesto che, se sono nulli i principali coefficienti di un numero

qualunque degli ultimi semplificati residui, questi residui sono

tutti identicamente nulli; e può quindi enunciarsi il seguente

teorema:

Affinché le funzioni A e B possano ammettere un divisor comune

di grado k è necessario e sufficiente che siano nulli i principali coef

ficienti di tutti gli ultimi I; semplificati residui, vale a dire da quello

di grado k-1 fino a quello di grado zero; e, quando ciò sia, il di

visor comune non può differire che per un fattor numerico dal sem

plificato residuo di grado k.

In altri termini: .

Affinché le funzioni A e B possano ammettere un divisor comu

ne di grado k è necessario e sufficiente che siano nulli i principali

determinanti di tutte le ultime k matrici a due scale, formale con i

coefficienti delle date funzioni; vale a dire da quella dell'ordine

n-k+ 1 fino a quella dell'ordine n, ch’è il più elevato; e, quando

ciò sia, i coefficienti del dicisor comune saranno proporzionali ai

successivi determinanti della matriccadue scale dell’ordine n-k. (‘)

(') Pare che finora non esista alcun altro teorema generale che soddisfi a

questo importante oggetto, ed il solo al quale può aversi ricorso, si è il noto

teorema di Lagrange relativo alle condizioni che debbono verificarsi, affinché

due equazioni ammettano un dato numero di radici comuni. Ma si sa d’altra

parte che il teorema di Lagrange può soddisfare alla quistione sotto questo

punto di veduta, e può non soddisfare a quella del divisor comune di grado

assegnato; imperciocchè una radice multipla di una equazione può non es

sere multipla dell‘altra; ed allora le CODdIZÌODÎ che risultano dal teorema di

Lagrange possono verificarsi senza che le equazioni ammettano il divisor co

mune di grado assegnato. (Vcd. Snamar, Cours d’Algèbre Supérieure, 2“ cdi

zione pag. 66).
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Nuove espressioni del semplificati residui.

22. Il determinante col quale abbiamo (n° 15) rappresentato il

semplificato residuo p, è suscettibile di una trasformazione che

mena ad interessanti risultamenti.Quel determinante infatti può

essere spezzato in due, i quali sono ciò che esso rispettivamente

diviene annullandovi solo nell‘ultima verticale una volta gli ultimi

s elementi, ed un’altra volta i primi 1‘ elementi. Ora nei dinote

remo questi due parziali determinanti con V, ed X, , però dopo

aver soppresso il fattore A dall' ultima verticale del primo, ed

il fattore B dall‘ultima verticale del secondo; vale a dire porremo

  
“0 al ' ar-s "r-x af ' al-a al-n al-I al ' af-i-t-I xr_i

0 a0 ' ar-a ar-a ar-x ' ar-4 al-s as_a aI-x ’ ar+s_s xr-2

0 0 . a, al a, . a,_,as a,“ a,+,. a, x

0 0 . 0 a, al . a,__I a,_,a, a,+,. a,_x 1

V,=00.0 0 0 .0 0b0 b,.b,_,0 .

00.0 0 0 .0 bo b,b,.b, 0

0 0 . 0 0 0 bo bI b, b, . b,“ 0

0 bo ° bT-I bf-ì bT-I ‘ bJ-L bl-B bI-B I-l ' bf+l-I 0

bi) bl ' bf-i bT-l bT ° bl-l bI-l bl-l bi ’ bf+l-fl 0

al) a: ' ar-a ar-x ar ‘ az-a as-a al-x a: ' ar+s-n 0

0 “o ' ar-n ar-a a'T-x ' as-4 as-a as-z as-z ‘ ar+c-a 0

0 0 . ao ax a. . a,_,a, a,+xa,+,. al 0

0 0 . 0 a“ aI . a,_, a,_l a, a,+l . a,_, 0

X,==00.0 0 0 .0 0 bo br .lJ,_I 1 ;

00.0 0 0 .0 bo b,b,.b, a:‘

0 0 . 0 0 0 . bo bl b, b, . b,H :c‘

0 bo ' br-a bf-l br-x ' bt-L bl-3 bl-l bl-x ' br+J-s xl_a

bo b; ’ br-n br-x br ' bs-a bz-a bs-z b: ' br+s-. 3'“:

dove bisogna tener presente che I = m-n, ed s=r+m_n;

20

__.M___ ___ __.___ --___
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ed intanto l’espressione del semplificato residuo diviene

p,=AV,+BX,. (11)

In questa formola i simboli V, ed X, esprimono adunque deter

minanti,i quali differiscono solo nell'ultima verticale da D, , prin

cipale determinante della matrice a due scale dell‘ ordine r, re

lative a' coefficienti delle funzioni A e B. Nell’ ultima verti

calc di V, i primi 1‘ elementi sono le successive r potenze ac"",

a;"’,.., x, 1,e nulli rimanenti; mentre,ncll'ultima verticale di X,

sono nulli i primi 1' elementi, e gli altri sono le successive s po

tenze 1, x, x‘,.., a:“'. Cosi, essendo V, una funzione di a: di

grado r-1, ed X, una funzione di a: di grado s-1=;+r-l=

m--n+r-l, ciascuno de'due prodotti AV,, BX, sarà di grado

m+ r- 1 ; ma la loro somma deve necessariamente ridursi al

grado n-r, tale essendo il grado di p, .

23. Ponendo mente alla natura de’determinantiV,ed X, si ri

conosce agevolmente cheiloro termini affetti dalle più alte poten

ze cc"', ed a:“ hanno entrambi per coefficiente il principale de

terminante della matrice a due scale dell‘ordine r-1, vale a dire

D,_,, ilquale però nel primo è moltiplicato per -b,,, e nell’ al

tro per a,; di modo che i detti termini sono rispettivamente

__ bo D,_x se"" ed a, D,_xx“ .

24. Nella formola (11) i valori regolari dell‘indice r sono tutti

gli interi 1,2,.., n. Nel caso di r=1 si ha

e.=AV.+BX. ;

ma dal paragone di questa relazione con la prima delle (10) si

deduce

V,=_a,=-ibj“ , X,:ql;

cosi la funzione VI e una quantità costante, ed Xx equivale al

quoziente intero della divisione di A per B, regolata com‘è detto

a' numeri 8 e 19: quoziente figurato da q, ; ma ciò del resto risul

ta direttamente dalle stesse espressioni di Vl ed 11,, essendo

 
 



aa a1 a,_x a, 1 a“ al . a,àl a, 0

0 0 0 b0 0 0 0 . 0 bo 1

vl:00 bo bl0,xì=__00.b0 b,ac

0 ho bt-a bi-x 0 0 bo ‘ bI-I be-x x€fl

b0 b,I bH b, 0 b, b, . bE_x bE ac‘

25. Per r=n+l la formola (il) darebbe

PfH-I:Avu+z+an+x ;

ma è p,m=0 (n° 20, e nota), così risulta in questo caso

0=AVM'I+BXÌH'Ì ‘ I

Osserviamo attualmente che i gradi delle funzioni V,,+, ed X,,+,

sono rispettivamente uguali a quelli delle funzioni B ed A, poi

ché la prima è di grado n, e l’altra è di grado m (n° 22).0ra noi

supporremo in primo luogo che le funzioni A e B siano prime tra

loro; e siccome i valori di cc, che annullano la funzione A, deb

bono ridurre a zero il prodotto BX,,H , così, non potendo essi

annullare il fattore B, dovranno invece annullare l’altro fattore

V,+,. Segue da ciò che le funzioni A ed X,,+,, che sono di gradi

uguali, e si riducono a zero pe’ medesimi valori di x, non pos

_ sono differire che per un fattor costante: fattore che può ancora

agevolmente determinarsi. In fatti i termini di queste due fun

zioni, i quali contengono la più alta potenza m", hanno rispetti

vamente per coefficienti al, ed da 0,, (n° 23); e ne conseguita

XM,=DnA . (13)

Nella stessa maniera si dimostra che anche le funzioni B e V,m

non possono differire che per un fattore indipendente da se, e

quindi ‘

V,,+,= -D,,B . (14)

26. Continuando a conservare la ipotesi che le funzioni A e B

siano prime tra loro, andremo a porre in veduta alcune interes
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santi relazioni tra le funzioni V ed X. Si è già veduto (n° 20) che

tre consecutivi semplificati residui sono legati dalla relazione

D:-l Pr-a _qr Pr-1+D:-fl Pr=0 ;

e però sostituendovi i valori di p,._, , p,,_, , p,. , che si traggono

dalla (11), si ottiene

(D:-lVr-n _qur-x + D:-zvr) A 1

' (15)

:-rXr-a _ qur-q + D:_n Xr) : )

formola in cui i valori regolari di 1‘ sono tutti gl‘ interi da 3 ad

n, e sarà anche lecito di porvi r=n+1. Per r=2 si av;ebbe

(Divo .V,+DZV.)A+(DÎXO-Q.Xr+DZX.)B=0;

ma qui i simboli Do, V0, X0 esigono interpetrazione. A tal’ effetto

sostituiremo direttamente nella seconda delle (10) ivalori di p, e

p,, tratti dalla (11); e si ha in tal guisa

(_qnvx+axva)A+(D:_qaxz+alxa)Bzo ’

Paragonando questa relazione con la precedente si conchiude

D3=a,fibîfl , VO=O , X,,=l.

Ciò posto è chiaro che nella (15) il moltiplicatore di A è una

funzione di a: di grado r-1, e quello di B di grado m-n+r-l ;

cosi, finchè r non superi n, il grado di A sarà maggiore del

grado del moltiplicatore di B; e quello di B mag'giore del gra

do del moltiplicatore di A. Intanto,siccome i valori di m, che an

nullano A, debbono ridurre a zero il moltiplicatore di B, ne se

gue che questo moltiplicatore è identicamente nullo finché r sia

minore, o tutto al più uguale ad n; e perciò sotto questa limita

zione è identica l’equazione

DL. x,_, - q,X,_,+ DL, x,= o .
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Per r=n+1 il moltiplicatore di A è di grado n, cioè dello stesso

grado di B; e viceversa il moltiplicatore di B è di grado m, ch’ è

il grado di A. In questo caso potremmo solo affermare che l’ e

quazione

D: Xn-x_ qu-x Xn+D;-r X»+;=0

è verificata da’ medesimi valori di m, che annullano A; ma sic

come questi valori riducono a zero il termine DL,X,,_,_, , essi

ridurranno a zero anche la rimanente parte; e da ciò risulta che

l’ultima equazione è parimenti una identità. Dimostraremo in

un modo consimile che il moltiplicatore di B è anch'esso identi

camente nullo per tutt’i valori di r da r=2 fino ad r=n+l; e

quindi abbiamo le due relazioni generali

Dî_.V,_,-q, ,;,+DL,V,=O , (16)

D:-le-a_qur-1+D:-îx;o ’

la prima delle quali stabilisce un nesso fra tre consecutive fun

zioni qualunque della serie Vo , V, , . . , V, , V,,+, , e l' altra

fra tre funzioni della serie Xo , X, , . . , X,,, X,,+, .

27. Se si elimina q, tra le (16) e (17) si ha la relazione

D:-fl(vr-1Xr_xr_zvr)=D:-l (vr-aXr-x_xr-aXr-x) ’

la quale, facendovi successivamente r=2, 3, . . , r, porge una se

rie di identità, che mqltiplicate tra loro, membro a membro, dàn

no per prodotto

D: (vr-xxr_Xr-zvr) = D:-l (va Xx _Xovz) ;

ma siccome (n‘ 24 e 26) Vo=0 , V,=-D2 , X,,=1 , cosi risul

ta semplicemente - -

vr-x Xr_Xr-zvr:D:-I ’ (18)

o sott’ altra forma

vf-x Xr-x

v, x,

=n;_, .
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In fine, se si risolvano rispetto ad A e B le due equazioni

Pr-x=Avr-z + BXr-; a

Pr =Avr +er 9

e si tenga presente che il loro denominator comune equivale a

DÎ._, , otterremo

1 1
A:E (Prthr_PrXr-l) s B:E (P,V,_,-p,_lvr) ,

28. Le formole qui stabilite si applicano con vantaggio ad im

portanti quistioni, e segnatamente allo sviluppo di una funzione

fratta razionale in frazione continua. Osserveremointanto in que

sto punto che,fino a che le funzioni A e B sono prima tra loro, ed

. i principali coefficienti de’semplificati residui diversi da zero, due

funzioni successive qualunque, tanto nella serie V..+. , V,, , . . ,

V, , V, , quanto nell’altra Xn+, , X,, . . , X,, X,, X,,, sono ne

cessariamente prime tra loro, vale a dire non possono essere an

nullate da uno stesso valore di x. Di fatti se V, e V,_, potessero

esser nulle ad un tempo,allora in virtù della (16)’sarebbe pur nulla

la funzione seguente V,_,; ma quindi, mutando in questa for

mola r in r-1, si troverebbe anche nulla l’altra funzione V,_,;

e così continuando, si perverrebbe a conchiuder nulla l’ultima

funzione V,; il che è assurdo, perché quest’ultima funzione è una

costante. Similmente, per essere X0 = 1, si conchiuderà per

mezzo della (17) che la stessa proprietà compete eziandio all’altra

serie. Del resto questa proprietà può dedursi anche più immedia

tamente dalla (18), la quale a colpo d’ occhio dimostra impossi

bile l'csistenza di un fattore in a: nel primo membro; impercioc

chè questo fattore dovrebbe essere un divisore del secondo mem

bro; il che è impossibile, essendo DL, una quantità indipenden

te da se.

29. Passeremo ora ad esaminare quali modifiche subiscanoi

risultamenti, che precedono, quando le funzioni A e B non sono

più prime tra di loro. Noi dunque supporremo ch’esse ammettano

un massimo divisor comune di grado n-r, che dinotiamo con C,

ma che non può differire che per un fattor costante dal semplifi
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rato residuo dello stesso grado, vale a dire da p,., di modo che

dovranno a tale uopo verificarsi le n-r condizioni (n° 21)

Dr+i=0 ’ Dr+n=o ’ Dr+a=0 ’ ’ ° ’ Dn:0 '

Ed ammetteremo inoltre che D, , D,, . . , D, siano tutti diversi

da zero. Ciò premesso, se indichiamo con A e B i quozienti, che

si ottengono dal dividere per C le funzioni A e B, avremo

A=CA’ , B=CB’;

ma è, secondo l’ipotesi, 9,“ = 0, e quindi a cagione della (11)

Av,+,+Bx,+,-_-o =

adunque, per la sostituzione de’ valori precedenti di A e B, sop

presso il fattore C, del quale non abbiamo a tener conto, risul

tera

A’V,+,+B’Xr+,=0 . (19)

Osserviamo attualmente che le funzioni A’ e B' sono l‘una di gra

do m-n+r, l'altra di grado r; e poiché le funzioni V,+1 ed X,_,_li

sono rispettivamente di gradi 1‘ ed m-n+r (n° 22), ne segue che

i gradi delle funzioni A' ed X,.+, sono tra loro uguali, al pari di

quelli delle altre due B' e V,+,. Ora, siccome le funzioni A' e B'

sono prime tra loro, si vede che la relazione (19) si trova esatta

mente nelle medesime condizioni della (12), e ne deriva che le

funzioni A’ ed 31,“ non possono differire tra di loro che per un

fattor numerico, al pari delle altre due B' e V,.+,.

Cosi noi siamo condotti alla conseguenza singolare e merito

vole di attenzione che « il determinante X,+, , fatta astrazione

» da un fattor numerico, esprime il quoziente della divisione

» della funzione A pel massimo comun divisore tra A e B; e che

» similmente l’altro determinante V,+x esprime anch'esso il quo

» zicnte della divisione della funzione B per lo stesso massimo

» comun divisore ».

30. Siccome le funzioni V,.+, ed X,.+, hanno per principali

coefficienti - b0D,+, ed a,,D,+1 , e che Dr+l = 0 , parebbe a

prima giunta che queste funzioni dovessero ridursi ai gradi di
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V,.+, ed X,+,; ma poscia in virtù delle relazioni generali (16) e

(17) è agevol cosa ariconoscere che queste funzioni e tutte le altre

di grado superiore V,+, , V,.+, , etc. , X,+, , X,+,, etc. debbono

essere identicamente nulle. In quanto poi alle due serie di fun

zioni di gradi inferiori V, , V, , . . , V, ed X0 , X, , X,, . . , X,

è chiaro che debbono sussistere tutte le relazioni stabilite nelle

formole precedenti; e due funzioni successive qualunque, sia

dell'una, sia dell‘altra serie, non potranno avere un fattor comu

ne funzione di x.

Trasformazione de’nemlriiiìcuti residui

nella ipotesi che in funzione Il sia la derivata di A.

31. Quando la funzione B è la derivata di A le quantità D,.,

V,, X,, e quindi i semplificati residui, si possono facilmente

esprimere per mezzo delle somme delle potenze simili delle ra

dici dell’equazione A=O. Supposto in questo caso

A:a,,ac" +a,a:""+ - - +a,,_,a:+a,, ,

B=b,,ac"”+b,x""+ - - +b,,_, ,

se dinotiamo con s la somma delle pme potenze delle radici del

l’equazione A=O, è noto, o facilmente si dimostra, che un coef

ficiente qualunque b,, della funzione B, che ora riguardiamo come

derivata di A, è espresso da

bk__’alsso_i_akf-xsx+als-asn+ ' ' +aosk :

espressione che si annulla tostochè k supera n-1; di modo che

si ha la serie di relazioni

bo :ao so ’ anso+an-zsl+ ' ' +aasn =0

b: 2a: so+ao 5: ’ ansx+ark-rsn+ ' ' +aosfl+x:0

ba :an so+axìsl+aosz ’ ansa+an-xss+ ' ' +aosiH-n=o

, ans,+a,_,s,+ - ' +b,s,+,=0

b,_,=a,,_,s,+a,_,s,+ . . +a,,s,,_, , etc. etc. etc.
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serie che può continuarsi a piacere. Ma d'altra parte bisogna te

ner presente che, essendo B la derivata di A, si ha pure

b°=nao , b,=(n-l)a, , b,=(n--2)aa , etc.

Ciò premesso considereremo dapprima il determinante

ao ’ ar-p ' ar-n ar-x ar ar+z ' ar+q ‘ un

0 a0 . a,,_, a,,_, a, a,,,_, . aH . a,+p

0 ' 0 ' a0 a: a: al aq+n ' ar+n

0 . 0 0 a0 a, a, aq+, a,+,

9': 0 o o o b, b, , b,

0 0 0 b0 b, b2 bq+, b,+, ’

0 . 0 b b, b, b, bq+, b,+,

0 ‘ bo ' bn-= bP-l be b1>+1 bp+q br+p

bo ' br-p ’ br-a br-z br br+z ’ br-l-q ' bar

  

nel quale, oltre alle prime, ed ultime orizzontali di ciascuna sca

la, abbiamo pur messo in veduta la (p-l-1)"m orizzontale della

scala inferiore, e la sua associata nella scala superiore; e lo som

metteremo alla seguente trasformazione, che punto non altera il

suo valore:

» Rimanendo immutata la scala superiore, da ogni orizzontale

» della inferiore toglieremo la sua associata nella superiore, mol

» tiplicata per s0 , con tutte le altre che la seguono in questa sca

» la, ordinatamente moltiplicate per s, , s,, s, , etc. »

Sia b un elemento qualunque della (p+1)"“‘ orizzontale della

scala inferiore di D, , e s’indichi con a quello che gli corrisponde

nel trasformato; cosi per la legge di trasformazione avremo

p=b,,-(a,,s,,+a,_,s,+ - - +a,,_p+,sp_,) . (21)

In questa formola l‘indice di a , in generale, si estende decre

scendo da [1. fino a p-»p+l ; ma è chiaro che quest'indice si esten

21
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derà fino a zero, se l'elemento b appartenga ad una delle prime 1’

verticali di D,, perché in ciascuna si trova l’elemento iniziale 0,.

Per sifl'atti elementi adunque il secondo membro dell’ultima for

mola e sempre nullo, perché il polinomio chiuso tra parentesi, in

virtù della (20), equivale a by; e ne risulta che per ciascuno di

essi si ha fi=0. Così , mentre le prime r orizzontali del tras

formato formano una scala di grado r, sono poi nulli tutti gli altri

elementi delle prime r verticali; e perciò sarà lecito di soppri

merne le prime r orizzontali, e le prime 1‘ verticali, a patto che

il nuovo determinante ottenuto in talguisa,e ch’è di grado r+1,

sia moltiplicato per a; . In conseguenza, chiamando D' questo

nuovo determinante, avremo

D,=aZD’; (22)

e SUPPOI‘I'CIIIO IIII.iIIIIO

fimo fio,r po.s ‘ po.q ' fio.r

fir.o pur fini ' fir,q ‘ 16:.r

Dl: . .

fip.o film 511,: ' pp.q ’ pp,'r

l31'.o fir.x pr.s ' fir.q ° fir,r

Siccome l’ elemento pm di questo determinante provviene dal

l'elemento bp+q della (p+1)’"“ orizzontale della scala inferiore di

D, , è chiaro che per avere l’espressione di ti“ basta cangiate

nella (21) l’indice a in p+q; e con ciò si avrebbe

b __(ap+qso+ap+q-lsx+ ' ‘ +aq+xsp-x) ;
59.9: M

ma essendo per la (20)

bz>+

risulta più semplicemente

pp';,:aqsp+aq_,spfl+ ' - +a,sM .

Questa formola porge le espressioni di tutti gli elementi di D'.

Facendovi successivamente p=0, 1, 2, . . , 1', si ha la serie degli

q:(ap+qso+ap+q_xsr+ ' ' +aq+xsp-x)+aqsp+ ' ' +aosp+q ’
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elementi della (q+1)’"“ vertiCale, espressi nel modo che segue :

,Bo'q=aqso+aq_,s, + . . + aosq ,

fir.q:aqsx+aq-xsl + ' ' + aosq+x ’

fi,_q=aqs,+aq_xs,fl + . . + a,,sq+r .

Ponendo in queste formole q=0, si ottengono gli elementi della

prima verticale di D’, espressi tutti da monomii; ponendovi q=f,

si hanno quelli della seconda verticale, espressi da hinomii; e

così continuando fino a porvi q=r , si avranno quelli dell’ultima

verticale, ciascuno espresso da un polinomio di r+1 termini ;

talchè sarà

aos, a,s,,+a,,sl a,so + a,s,+a,,s, . . a,s,,+ -- +a,,s,.

' ansi alsl+aosl alsl + alsfl+aosl ° ' arsx+ " +alìsf+l

D = Gas, a,s,+a,,s, a,s, + a,s,+aos, . . a,s,+ --+aos,+, '

o o o 9 o o o o o

“03" axsr+aosr+x aasx +axsr+x+aosr+r ' a15r+ ' ' +aosnr

È chiaro attualmente che, se questo determinante si decomponga

in determinanti ad elementi monomii, i parziali determinanti

debbono tutti annullarsi,eecetto quello che si forma col prendere

l’ultima verticale semplice in ciascuna verticale complessa (parte

1‘, n° 48); e siccome tutte le verticali di quest’unico determi

nante hanno il fattore ao , chiamando H, il determinante di gra

do r+1, che si ottiene dopo aver soppresso da ciascuna verticale

il detto fattore, vale a dire ponendo

 

os,s,.s,dato

3, . Sr+l
I:

M
I

Ha": sa sa’ss ' sf+a :

31’ sf+x sr+a ' sir

si avrà D'=a2“li,z e quindi in virtù della (22) risulterà

n,=agffln,. (23)

32. Siccome la funzione B è di grado n-1, sarà p,,., l'ultimo
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de’semplificati residui, quello cioè che è indipendente da x; e

perciò i valori regolari dell'indice r nell’ultima [ormola saranno

tutti gl’interi da 1 ad n-l ; pe' quali adunque si ha la serie di

relazioni

D,=af,lî, , D,=aîH,I , D,=af,H, , . . , Dn_,= 2"" H,,_, ,

 

dove

H,= so sl , 11,: so sx s, ,..,H,._,= s0 5:1 3, . .s,,_, .

s s s, s, s, sl s, s, . s,,

sl s, s‘ s, s, s4 . s,,+,

sn-x su sn-x‘ san-a

Per r=0 si avrebbe Do=aoHo; ma è Homo; perciò sarà

Do=aoso . Ed in fatti, essendo attualmente ;=1, si ha (n° 26)

D2=b2 , e Do=bo ;donde segue, com’esser dovea (n° 31) , bo:_ao so.

Del rimanente, essendo la funzione B la derivata di A, si ha nel

caso presente bo=nao; quindi na0=anso; e ne segue s,,=n.

Per r=n si ha

D": a:fl+x H“ ;

ma è D,=0, perché p,,=0 (n° 20, e nota), quindi sarà pure

H,=0; come in fatti risulta dal sistema di relazioni

anso +an-zsx + ' ' +aosn =0 ’

ansi +an-zsn + ' '+aosn+x =0 ’

a.s.. +a,._,s,.+x + -- +aos.» =° ’ (24)

ansn+r +an_lsfH‘fl + ' ' +aosflLi-zzo ’

ansn+p +an-xsn-l-p+x + ’ '+aosln+p_o ;

le quali debbono sempre coesistere ed in qualsivoglia numero ; e
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ne deriva ch'è sempre nullo il determinante di n+1 delle prece

denti relazioni,qualunque esse siano;e perciò è nullo H,,, il quale

non è che il determinante delle prime n+1 di tali relazioni.

33. Dopo ciò possiamo affermare che ogni determinante di

grado superiore ad n+1, che abbia la forma del determinante H, ,

è identieamente nullo. Ed in .vero essendo

80 S, . s" 8n+l

S, 8, . Sn+‘ Sn+a

H,,+,= . ,

81| 30+! ’ san ’fli+l

sfl+l sn+n ' sfln+l sln+l

se si sviluppa questo determinante nella somma de’prodotti de

gli elementi dell’ultima verticale pe’rispettivi complementi alge

briei, e si osservi che ciascuno de’complementi è il determinante

di n+1 equazioni del sistema (24), si riconosce che i comple

menti sono tutti nulli; e quindi è nullo lo stesso determinante.

Da ciò poi segue senza più che dev’ esser nullo ogni altro deter

minante di grado superiore, in guisa che si avrà in generale

H,,_,+P=O, per tutt’i valori interi e positivi di p , a cominciare

da 19:1.

34. Applicando a ciascuno degli altri due determinanti X, eV,

le medesime trasformazioni per le quali siam passati dal deter

minante D, ad H, , è evidente che in quanto al primo di essi X,

debba risultare

a0 ' af-nar-r af ‘ azr-r 0

0 . a0 a, a,. a,+, 0 5,, s, sl . s,_, 1

0.0 ao a,.a, 0 s, s, s,.s, a:

X,= 0 . o 0 bo .b,._, 1 =af,' s, s, s, . s,+, a:' i

0 . 0 bo b, . b, w . . . . .

0 ‘ bo br ba br+x m! sr sr+r sr+a' slf-l xr

bo ' br-nbr-r br ' bar-1x
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ed in qùanto all’ altro determinante V, , se si ponga in generale

u =soxl‘+ sI x1‘-‘ +-- +sf,_,ax+suL ,

F.

è chiaro che gli elementi dell’ ultima verticale del trasformato

saranno 0 , -u, , -ul , . . , ---u,_x ; e si avrà in conseguenza

a0 ' ar-a ar-x ar ‘ asr-r xr_x

0 .ao al a,.a,+1 a: a l 2 s,_Il 0

0.0 a0 a,.a, 1 I, , s, a,

V,.= 0 . 0 0 bo . b,_l 0 =-a3' I s, 54 :;,.H ul

0 . 0 b,, I)l . b, 0

0 .,b b1 b, . b,_H 0 s, s,+xs,+, s,,_I u,_l

bo ‘ bf-‘l bf-l br ' bar-4 0

35. Ponendo per compendio

80 s, . s,_I 1 so sl . s,,__I 0

s, s, . s, a: sl s, . s, u,

_ 3 __

Z,_ s, ss . s,+, a: , U,_- s, s, . s,+, u, ,

,
sr sf+1° sir-l m si“ sf+1 ' sir-l uf-l

le formole precedenti diverranno

1 vr=_a:rUr ;ed i valori dell’indice r saranno ancora tutti gl’interi da 1 ad n-1;

ma sarà anche lecito di porvi r=n (n.° 25). Per r=0 si avrebbe

X,:Zo , e VO:- U,; e così è in fatti, poiché si ha 1=XO=ZO,

e 0=VO=UO. Per r=n+1 sarebbe '

so sl . 's,, 1 so sI . s, 0

su su ' sn+l m si su ' sn+r “o

Zn+:: - , U,,_,,,= . .

s, s,,+x . s,,, re" s,, s,,+1 s,, u,_I

sn+z sn+a ' ssn+x x sl+x sn+l ‘ san-H
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ma ciascuno di questi determinanti è identicamente nullo; il

che subito si riconosce considerando, come al n.° 33, i loro svi

luppi in somme di prodotti degli elementi delle ultime verticali

pe’rispettivi complementi algebrici: complementi che già sappia

mo di esser nulli.Quindi risulta che le funzioni Z,,+, ed U,,+x , le

quali appariscono rispetto ad a: di gradi n+1 ed n ,' sono identi

camente nulle; e con esse lo son pure in conseguenza tutte le al

tre di grado supuiore Z,,+,, Z,,+, , etc. ed U,M , UH, , etc.

36. Per le formole stabilite in questo articolo tutte le relazioni

sviluppate dal n.° 22 al n.0 26 possono trasformarsi in termini

delle potenze simili delle radici dell‘equazione A=0; ed in par

ticolare mediante le relazioni (13) e (14) potranno esprimersi per

mezzo di queste potenze la stessa funzione A, e la sua derivata B,

per le quali risulta evidentemente

Hn-XA: aozn ’ HM1B: aoUn ;

vale a dire

o si ' n-x so 51 ' sfl-l 1

sx s. s,, sx s, . ,, a:

2

5: | ‘ sa+x A: a0 se si ' n+1 x '

sii-l 8" ' sin-I s" sn+x ‘ sin-X m

su sx . s,,_x so sI . s,,_l 0

sx s, . s,, B__a si s, . s,, u,,

s, s, . s,,+l ° s,l s, . sn+, ul '

    

sik-l su ’ slfl_B s" sii-+1 ' sli;r-l “70-!

37. Daremo termine a questo articolo con una osservazione di

molto interesse , comune alle tre funzioni D,, V,, X, ed allo

stesso semplificato resid110 p.- , la quale consiste in ciò che cia

scuna di queste funzioni è divisibile per a“. E di fatti, siccome la

prima verticale de‘ determinanti che le rappresentano , contiene

due soli elementi diversi da zero, cioè il primo a, , e l‘ultimo bo,

essendo attualmente b,,-:nao (n° 31), già si vede che questa ver.
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ticale è divisibile per a0; e per sopprimere un tal fattore basta

scrivere rispettivamente 1 ed n in luogo del primo e dell’ ultimo

elemento della prima verticale. -

È chiaro intanto che, in seguito della soppressione di questo

fattore,il determinante D, diviene una funzione omogenea di grado

21‘ rispetto ai due sistemi di coefficienti ao , a, , a, , etc., e ba , bI ,

b, , etc.; ma sostituendo agli ultimi i loro valori na, , (n-l)a, ,

etc., risulta che il determinante diviene in fzgti una funzione

omogenea di grado 2r rispetto ai soli coefficienti dell’equazione

A=0. Così, in particolare, il determinante D,,_, sarà, dopo la

detta soppressione, una funzione omogenea di grado 2n-2 dei

coefficienti a0, ax , a,, . . , a“. (*)

38. In conseguenza di queste dichiarazioni, quando nelle ap

plicazioni avremo a considerare le funzioni D,., V,., X, , p,., in

rapporto alla funzione A ed alla sua derivata, supporremo co

stantemente che da ciascuna sia stato soppresso il fattore no,

con modificare semplicemente nel modo detto poc’anzi la prima

verticale del corrispondente determinante.E, ciò bene inteso, per

non alterare la nostra solita notazione, continueremo a dinotare

queste funzioni coni medesimi simboli D,, V,., X,, 9,; di tal

che, nella ipotesi di cui si tratta, le formole (23) e (25) diver

ranno rispettivamente

Df=a:’ Hf ’ Vf=aÎ,"' Zf . Vf=- 02'" U, .

(') La proposizione enunciata in ultimo luogo sembra dovuta all’illustre

Jacobi, e dessa è quasi il fondamento della sua bella memoria sul numero

delle tangenti doppie che può ammettere una curva di grado n. (Questa me

moria pubblicata in tedesco nel tomo XL del Giornale di Mat. di Crelle, trovasi

ancora inserita nel tomo Il. degli Annali di Mal. del Tortolini, tradotta in ita

liano dal eh. Prof. Rubini). Può intanto osservarsi che la proposizione, di cui

si tratta, e che si estende a tutti isemplificati residui, risulta immediatamente

dalla estrema evidenza alla quale abbiamo ridotto la legge tanto semplice,cbe

presiede alla loro composizione, ed a quella de’ loro coefficienti, e che fa ac

quistare a queste funzioni una positiva importanza; di che saranno una prova

alcune delle seguenti applicazioni.
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s. m.

numn.azronn ma DUE EQUAZIONI.

1. Supponendo che debbano coesistere le due equazioni

A:a,x"+a,x"“+a,w”‘“+ -- +a,,,=0 ,

B:b,w" +b,a:"'"’ +b,.fc"“’ + . - +b,, =0 ,

ciò importa che esse abbiano per lo meno una radice comune; e

quindi i coefficienti dovmnno soddisfare ad una certa condizione,

la quale è il risultamento della eliminazione di a: tra le equazioni

medesime, e che chiamasi risultante; ma queste nozioni saranno

meglio chiarite dal seguente evidentissimo principio:

Se due o più funzioni intere A(w), B(x), etc. sono annullate da

uno stesso valore di 41:, ogni altra funzione intera che possa dedur

sene col combinarle in qualunque modo, anche dopo averle matti

plicate per arbitrarie intere funzioni, dovrà necessariamente essere

annullata dal medesimo valore di x.

Siano infatti e(a:), p(m), etc. arbitrarie funzioni intere di x; e

consideriamo per esempio la combinazione ‘

A (x) e (02) i B (x) v (z) i etc

Allora, se dinotiamo con F(w) il risultamento che si ottiene in

seguito delle possibili riduzioni, avremo l'equazione identica

A(w)r(w)iB(w)v(fv)ietc-=F(w);

e però, se o: sia un valore di se capace di annullare le date funzio

ni, risulterà

À(a)qz(a)j;B(a)qb(a)ÌQÌC.=F(a);

ma il primo membro è nullo a causa di A(a)=0, B(a)=0, etc. ;

perciò sarà pure F(or):0. Cosi qualunque radice comune alle

equazioni A=O, B=0 è ancora necessariamente una radice del

l‘equazione F=0.

2. Date due funzioni intere A(a;) , B(:c) vedremo che general

mente è possibile di dedurne novelle intere funzioni di qualsivo

22
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glia grado determinato, non escluso il grado zero. In quest’ultimo

caso la nuova funzione sarà indipendente da a; , e però funzione dei

soli coefficienti di A e B, la quale, in virtù del principio poc’anzi

dichiarato, sarà nulla, se le equazioni A=0,B=O ammettano una

o più radici comuni; e, se si tratta di equazioni generali, quella

funzione uguagliata a zero esprimerà la condizione per l’esistenza

di una radice comune; vale a dire sarà la risultante delle date e

quazioni. Se poi la nuova funzione dedotta dalle primitive sia di 1°

grado, ammessa l’esistenza di una sola radice comune, il che im

porta lo svenimento della risultante, l’espressione della radice si

avrà nel valore di a: tratto dalla detta funzione uguagliata a zero.

3. Ma tuttavia convicn riflettere che la proposizione inversa

non è generalmente vera; vale a dire potrebbe svanire la risultan

te, senza che esista la radice comune; il che dipende dal fatto

che, potendo ottenersi una risultante con metodi e procedimenti

diversi, nulla v’ha che obblighi a supporre esattamente identici

i risultamenti che si otterrebbero in siffatta guisa. Può dunque

bene accadere che nella risultante trovata con un certo metodo

s'incontri qualche fattore, che un altro metodo non introduce; al

lora l’annullamento di quel fattore trarrebbe certamentecoh sé

l'annullamento della prima delle due risultanti, ma non però

quello dell‘altra; e quindi la non esistenza di una radice comune.

Segue da ciò che non possiamo indifferentemente tenere come ri

sultante di due equazioni una funzione qualunque de'loro coeffi

cienti dedotta dal combinarle in qualsivoglia modo; ma é mestieri

che la medesima soddisfi a delle condizioni, che or ora verranno

dichiarate, le quali assicurino esser desse la vera risultante, cioè

non ingombra da fattori estranei, e quale perciò fu detta da Eu

lero acquatio finalis genuina.

4. In ciò che segue noi continueremo a supporre che il grado

della funzione A non sia minore di quello di B; vale a dire che m

non sia minore di 12. Ciò premesso osserviamo che tra i molti me

todi che si possono immaginare per dedurre dalle funzioni A, B

una novella funzione intera di grado assegnato e minore di a, si

presenta naturalmente quello del massimo comun divisore, il

quale con processo uniforme porge una serie di funzioni di gradi

decrescenti da n-1 fino a 0 : funzioni che sono per lo appunto
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i successivi residui. Cosi, in particolare, 1‘ ultimo residuo di

grado 0 è già una risultante delle equazioni A=0 , B=O ; ma

essa è ben lungi dall'essere la vera risultante, poiché la natura_

istessa del metodo ordinario introduce necessariamente nelle sue

cessive divisioni de’fattori estranei (veggasi la dimostrazione nelle

note alla fine), che crescono di numero da una divisione all'altra

fino all'ultima; e che perciò rendono inutile la risultante che si

ottiene in siffatta guisa. Ora questi fattori estranei sono quelli

precisamente , che abbiamo messo in veduta nel 5. precedente

(n° 14); e quindi nella presente ricerca noi potremo ai completi

sostituire i residui semplificati p, , p,, . . , p,,, l’ultimo de’quali

indipendente da se, equivale a D,,, vale a dire al determinante

della matrice quadrata a due scale dell’ordine n, relative alle sei

rie de’coefficienti di A e B: determinante il quale è di grado m+n.

Adunque secondo queste indicazioni sarà

D,,=0

la risultante delle equazioni A=O, B=0; ma resta ancora a pro

vare che sia questa una vera risultante.

Osserviamo a tal’efl‘etto che D, è una funzione omogenea dei

coefficienti di A e B, di grado m+n; ma in particolare omogenea

e di grado m rispetto a‘coefficienti di B, ed omogenea e di grado

n rispetto ai coefficienti di A. Posto ciò supponiamo che in un

caso particolare l’equazione B=0 sia ridotta a due soli termini

contigui qualunque, per modo che in ogni caso con la soppres

sione del fattore in a: , comune ai due termini, potrà ridursi ad

un'equazione di 1° grado, come per esempio

b,m = 1)“, , (1)

da cui poscia riceveremo 1

x= 2,2. .

bf

Sostituendo ora questo valore di a; nell'equazione A=0, e poi li

berando da’fratti, si ottiene l’ equazione

aobflfti+a.bm‘bf+a.bîz'bî+. - +ambt"=0 ,

necessariamente omogenea e di grado m rispetto ai due coefficienti

b, e b,+,. Ora questa equazione non è che la risultante dell’equa
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zione A=0, e dell'equazione (i), la quale dev'esser contenuta co

me un caso particolare nella risultante delle equazioni A=-0,

B=0, e deve potersen_e dedurre annullandovi tutt’i coefficienti

di B, eccetto i due considerati br e b,+,. Segue da ciò che nella

risultante generale i coefficienti di B non possono ritrovarvisi ad

un grado minore di m; e si dimostra nella stessa maniera che

quelli di A non vi si possono trovare ad un grado minore di n .

Dunque questa risultante generale è necessariamente l'equazione

D,,=0, nella quale non può esistere alcun estraneo fattore; dap

poichè con la soppressione di un tal fattore la funzione D, non

più conterrebbe al grado m i coefficienti di B, o al grado ni coef

ficienti di A; il che è impossibile.

5. In siffatto modo abbiamo nella maniera la più semplice ed

immediata la risultante delle equazioni A=O e B=O, rappresen

tata da un determinante di grado m+n; che del resto può subi

to trasformarsi in un determinante di grado m (par. 1‘, n‘ 123

e 127). Però qui bisogna tener presente che, se questo determi

nante è simmetrico, allora la risultante sarà divisibile per a2,

dove ==m-n; ma questo fattore può sopprimersi all’ istante,

mutando solo le prime E orizzontali in una scala inversa di gra

do I, formata con la serie de’ coefficienti della funzione B; e con

tal modifica si rende anche più semplice lo sviluppo ulteriore del

determinante. ,

Cercando per un esempio la risultante delle due equazioni

A=am‘+bx'+cx‘+dw+e=0 ,

B=pas‘+qx“-l-rx+s=0 ,

possiamo immediatamente e senza calcolo di sorta averla nella

forma

abcde00

0abcde0

00abcdc

000pqr5=0,

00pq1‘50

0pqr500

pqr500_0
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ovvero nell' altra più compatta

ap aq or as

aq ar+bq-cp as+br-dp bs-ep _0

ar as+br-dp bs-tfp+cr-dq cs-eq '

as bs-ep cs-eq ds-er

Essendo attualmente :=1, questa risultante dev’essere divisibile

per a; e di fatti il fattore a apparisce, com’esser dovea, nella pri

ma orizzontale del determinante, ed anche nella prima verticale,

dappoichè il determinante è simmetrico; e basterà quindi di sop

primerlo nell’una o nell’altra linea.

6. Passando a considerare il caso di più radici comuni alle date

equazioni, osserveremo che pel principio del num. 1° queste ra

dici debbono tutte, senza eccezione, trovarsi in qualunque equa

zione dedotta dalle primitive; mentre se potesse mancarvene al

cuna, come a, si cadrebbe nell’assurdo

0=Ae>ve>îneue)îew =F(fi>ÌO

Quindi supponendo che le radici comuni siano al numero di R, la

funzione F(x) non potrà essere di grado inferjore a k; e qualora

il suo grado sia precisamente uguale a questo numero, l’equazione

F(w)=o comprenderà per lo appunto tutte le k radici comuni, ed

esse soltanto. In questa ipotesi adunque ogni funzione di grado

inferiore a k, a cominciare da quella di grado k-1 , dev‘essere

identicamente nulla; e quindi non è più possibile di avere né una

risultante, nè l’espressione di una sola radice comune, nè alcuna

equazione di grado più piccolo di k.

7. Queste cose debbono adunque accadere quando le date equa

zioni abbiano in effetti più radici comuni, ma se si tratta di equa

zioni generali, possono allora domandarsi le condizioni cui deb

bono soddisfare i coefficienti affinché esse ammettano un numero

definito di radici comuni. Ora dopo i principii stabiliti possiamo

facilmente risolvere questa interessante quistione. Supponiamo

infatti che le radici comuni debbano essere al numero di R, ed

immaginando che dalle date funzioni A e B sia dedotta una serie
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di k+1 funzioni di gradi k, k-l, . . , 1, 0, che ora dinotiamo

con F,“ Fk__,, . . , F,, F0, siano il,“ d,H, . . d,, d,, i loro ri

spettivi principali coefficienti.Posto ciò,segue dalle cose poc'anzi

dette che le k radici comuni saranno tutte comprese nell’equazio

ne F,,=0; e di più che le funzioni F,,_, , Fk_,, . . , F, , Fa deb

bono esser tutte identicamente nulle; ma perché ciò possa aver

luogo è necessario e sufficiente che siano nulli i loro principali

coefficienti; il che si dimostra precisamente come al n° 21 del S.

precedente; e quindi risulta che l’esistenza delle k radici comuni

è subordinata alle I: condizioni d,H=0 , dk_,=0 , .. , d,=0,

d,=0, le quali in tal caso costituiscono un sistema di k risultan

ti. Se non che è mestieri di esser sicuro che siano queste delle

vere risultanti, vale a dire non ingombre di fattori estranei; ed

a ciò soddisfa pure assai bene il sistema de’ semplificati resi-_

dui p,, p,, p, , etc.Adunque,essendo pn__k , p,,_,m , .. , 9,, funzioni

di gradi k, k-1.., l, 0, possiamo enunciare il seguente teorema:

A/finchè le equazioni A=0 e B=0 possano ammettere k radici

comuni è necessario e basta che siano nulli i principali coefficienti

di tutti gli ultimi k semplificati residui corrispondenti alle funzioni

A e B; vale a dire da quello di grado k-1 fino a quello'di grado

zero; ed allora l'equazione, che comprende esclusivamente queste k

radici, è quella che si ottiene uguagliando a zero il semplificato re

siduo di grado k.

Così le condizioni di cui si tratta saranno espresse da

D,,:O , D,,_,=O , D,,_,=O , . . , D,,_,M=O ;

e,quando in effetti esse sono verificate,ogni radice dell‘equazione

Pn-k=Dn-k,o xk+Dn_s,ixk"+ ' - +Dn-k,k-x x+Dn-k,ls:0

sarà una radice comune alle due equazioni date A=O, B:0.

D’altra parte è evidente che le condizioni qui stabilite non pos

sono essere affette da fattori estranei, perciocchè qualunque fat

tore estraneo, capace di annullare tutte le funzioni D,, , D,,_, , . . ,

DHH , sarebbe un fattore estraneo alla prima Dm che già sap

piamo di non poterne ammettere.

8. Nelle applicazioni del teorema che precede è utile di tener

presente che l’annullamento de‘ principali coefficienti de'sempli
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ficati residui, da quello di grado k fino a quello di grado zero,

importa anche l'annullamento di tutti gli altri coefficienti di que

ste funzioni; il che rende manifesta altre relazioni, le quali, quan

tunque non diano luogo a novelle condizioni, valgono non per

tanto a rendere più semplici le k condizioni necessarie per l’esi

stenza delle k radici. »

Considerando per un esempio le due equazioni

w’+a,x‘+a,w+a,=0

:z:"+bl a: +b,I= 0

perchò possano ammettere una radice comune bisogna che sia ve

rificata la condizione

1 b, b,

bx a,b,-a,-l-b,l alba-a, :0 , (1)

ba axba_as albì_blal .

il primo membro della quale è il determinante simmetrico, con

cui possiamo rappresentare l’ ultimo de' semplificati residui, in

dipendente da se. Volendo che le equazioni proposte ammettano

due radici comuni, alla condizione che precede bisognerà ag

giunger l'altra '

1 b,
=0 . (2)

1’: albl_al+bl

 

che si forma uguagliando a zero il principale determinante della

matrice costituita con le due prime orizzontali del determinante

in (1), poiché è desso il principale coefficiente del residuo di 10

grado. Intanto, dovendo ancora esser nullo il secondo determi

nante di questa matrice, vale a dire dovendo essere

1 b,

le, a,b,-a,

 

=o , (3)

se si sviluppa il determinante (1) nella somma de‘prodotti degli

elementi dell'ultima orizzontale pe’rispettivi complementi alge
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brici, è palese che di questa somma non resta che il termine mol

tiplicato per b, , primo elemento dell’ultima orizzontale; e quindi

la condizione (1) si riduce a

bi bfl 0 .

' a,b,-a,+D, a,b,-a, _ ’

e ficcome non è nullo il primo fattone b, , poiché ciò farebbe ac

quistare una radice nulla alla seconda delle equazioni date, che

non é il caso nostro, dovrà invece esser nullo il secondo fattore,

il quale può ridursi in virtù della (2), con sostituirvi b: invece

di a,b,-a,+b,; e si vedrà così che questa condizione non è

diversa dalla (3). In conseguenza le (2) e (3) sono le condizioni

sufficienti perché le equazioni proposte ammettano due radici co

muni; o, ciò che attualmente è lo stesso, affinché la prima sia

esattamente divisibile per la seconda (‘).

9. Tra moltissimi altri metodi immaginati per ottenere la risul

tante di due equazioni dobbiamo qui limitarci ad esporre breve

mente quello conosciuto comunemente sotto il nome di metodo

abbreviato di Bezout, che può ridursi a quanto segue. Siano le

due equazioni di gradi uguali

A=a,,x”+a,x""+..+a,,=0 , B=b,,x"+b,w""+..+b,,=0 .

Riunendo in ciascuna i primi p termini possiamo scrivere

A=(aoxp"+alwp"+..+a,,_,)x" ” ' ‘+a,,x“"+. .+a,,=0 ,

B=(boxP-‘+b,wP-’+H+ b,,_,,)a:"""“+lzp a:’“’+..+b,=0_,

e cade sott’occhio che, se si moltiplica la prima equazione pel

coefficiente della potenza w"_"“ nella seconda, e questa, vicever

sa, pel coefficiente della stessa potenza n_ella prima, e quindi si

sottragga il primo prodotto dal secorido, la differenza sarà di gra

(') V. Serret, Cours d'Algèbre supériewrc. 2.a edizione, pag. 66 , ove lo

stesso esempio è trattato col teorema di Lagrange.
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do n-1 ; e però dinotando questa differenza con Y,, , si avrà

Yp:B(aoxp_x-+- - . +ap_I)-A(bowp“+ ' ° +1) _1)

:(anxp_l+-°+ap_l)(bpxn_p+bp+lxn_p_‘+"+bfl)

=0; '4
-(boxp“+. .+bp_,)(apx"'p+ap+lx"’p”+n+an) l ( )

ma, immaginando eseguiti gli sviluppi, questa equazione di gra

do n-1 ordinata secondo le potenze decrescenti di a: prenderà

la forma

Yp=cple"“+cmm”“+ . . +Cp’qu-l- . . +Cp'n=0 ,dove si ha in generale

094.: aobp+q_,+a,bp+q_,+ . . +a,_,b,_,+ap_,bq

_(boap+q_l+b,ap+q_,+ . . +bp_,aq_,+bp_taq) ,

o più brevemente, secondo una notazione concisa altra volta con

venuta (part. 1“, n° 122) ,

CP’9:(avbp+q-x)+(“ibp+q-a)+ - - +(ap-ab,_,)+(ap_,bq) . (6)

Ciò premesso dando a p i successivi valori 1, 2, 3, . ., 11, si ot

tiene dalla (6) il sistema delle seguenti n equazioni, tutte di gra

do n-1,

Yx :cm 512’“ + cm a;""“ + . . +cm x”=0

Y, =0,,, x"“ + 0,, w"” + . . +cM ac°=0

Y: :cs.l mn_x + (1,2 mn_z + ' ' +ca,n x0=0
, (7)

\ Y,.:fn.l -v"_‘ + f».,w"" + - - +0».nw°=0 /

le quali debbono coesistere con le equazioni date, se queste hanno

una radice comune; ed in tal caso i coeificienti delle (7) dovranno

soddisfare ad una equazione di condizione, che può subito otte

nersi eliminando da esse le n potenze m"" , x"*‘ , . . , w, w“ ,

considerate come altrettante incognite a 1° grado. Chiamando

adunque R, il determinante delle equazioni (7), la condizione di

3
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cui trattasi sarà espressa (S. I, n° 7) da Kn=0 , dove si ha

6 t‘1.: ’i.l ‘ ci.»

62.! (2,2 ' Cu,n

K": ;

e questa condizione in conseguenza sarà una risultante delle equa

zioni A=0, B=O. A ciò può ridursi in sostanza il così detto me

todo abbreviato di Bezout per ottenere la risultante di due equa

zioni di gradi uguali; e poiché le quantità cM sono, come vedesi

dalla (6), funzioni lineari tanto delle a,,, a,, a,, etc., quanto

delle bo , bl , ba , etc., è chiaro che K, è una funzione di grado n,

tanto rispetto alle prime quantità, quanto rispetto alle altre; e

perciò la risultante K, = 0 non può essere affetta da fattori

estranei (n° le).

Ma, a prescindere da queste considerazioni, faremo osservare

che la formula (6) coincide esattamente con quella sviluppata nel

n.0 124 della 1a parte per trasformare i successivi determinanti

delle matrici a due scale di gradi uguali, formate con le serie di

coefficienti delle funzioni A e B; e da ciò segue che K,, è un de

terminante simmetrico equivalente a D,,, determinante della ma

trice quadrata a due scale ciascuna di grado n, relative alle dette

serie di coefficienti.

In siffatta guisa noi siamo condotti nella più semplice maniera

a riconoscere che la risultante ottenuta col metodo abbreviato di

Bezout, nella ipotesi che i gradi delle equazioni siano uguali,

coincide nel fondo con quella cui mena il metodo del massimo

comune divisore, modificato con la nozione de’semplificati residui.

10. Del rimanente nella stessa ipotesi il metodo di Bezout può

somministrare immediatamente anche la serie completa de'sem

plificati residui. In fatti è già evidente che la funzione Yl , ossia

il primo membro della prima equazione del sistema (7) , è per

lo appunto l’espressione del primo de’ semplificati residui, vale

a dire di p, . Inoltre e manifesto che l’espressione del residuo

semplificato 9, si ottiene eliminando tra le due prime equazioni

del detto sistema la più alta potenza 90'“ , a patto però che que



171

sta eliminazione si esegua formando un determinante di 2.0 gra

do con i coefficienti di tale potenza e con le rimanenti parti delle

due equazioni; in guisa che si avrà

61,: 01,0 xn_fl + 01,! xnma + ' ' + Cr.fl

fl-Ì fi-S

62.1 01.- x + Cm x + - - + Ca.»
Pi:

Similmente si ottiene il semplificato residuo p, , eliminando con

lo stesso metodo tra le tre prime equazioni le due più alte po

tenze :c"" ed x"" , per modo che sarà

‘ n-a ,
cm cm c,‘, un +. .+cm

fi-l

Ps= 62.1 01.: cm: x + ' ‘ + ci."

e... e... c... e“ +. - +0....

E così continuando si avranno il altri sem lificati residui;ma inP ,

generale è chiaro che l’espressione di un residuo qualunque p, e il

determinante di grado r, che si forma con le prime 1' orizzontali

della matrice del determinante Km riunendovi in una le ultime

n-r+1 verticali, ordinatamente moltiplicate per le successive

potenze w"*' , x"“"" , . . , x“ , x, 1; e quindi avremo

n-f
01|! 01;. . cl.f-x cx'fm + . - + cl.n-lx+cl,fl

n-r
_ 62.1 ca.l ' ca.r-x cz.rx + - - +ca,n-ix+cn.n

Fr" -

n-r
cr,x cr,a ° cr,r-x cr.rx + ' ' + cr.n»iw+cr,n

Ma se si trasforma 1’ultima verticale, aggiungendole tutte le altre,

ordinatamente moltiplicate, a cominciar dalla prima, per le sue

cessive potenze w““ , x"‘° , . . , x“"“, osservando alle (7) è pa

lese che gli elementi della verticale trasformata divengono Yl ,

Y, , . . , Y,. Inoltre siccome in virtù della (4) si ha

Y,=Ba,-Abo ,‘

Y,=B(aax+a,)-A(box+b,) ,

Y,=B(a,ac‘+a,w+a,)_A(box‘+b,x+b,) ,

Yr:B(aoxr_x+axxr_m+ ‘ ‘ +ar-r)_A(b0wr-l+blxr_,+ ' ' +br- z) 9
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si comprende che il nuovo determinante può spezzarsi in due

parti, l‘una moltiplicata per A, l’altra per B ; e quindi se i mol

tiplicatori di A e di B si dinotano rispettivamente con V{. ed XL ,

vale a dire se pongasi

01.! GLI ' “O

02,: cl.fl ' cfl,r-x a0x+al

I

X - c,_l c,|, . c,,_, aox‘+alx+a,
'

r_ r_a
r.r cr,a ° cr,r-z aox ‘+“J +"+ar-x

b
x.r-x o

02.: 02.2 ' cz,r-t box+bl

68,1 03,: ' ca.r-z bowfl+bxw+ba ,

01,! chi '

o o o a a . o ._ o ' n

  

c,.,x cm . cm._x box'_’+bxx"’ + . . + b _,

pel semplificato residuo p,. avremo evidentemente l’espressione

Pr=BX', _ AV’, .

Ma è poi manifesto che i due determinanti X’, cV', non sono al

tra cosa,che quelli in cui si mutano i due determinanti già dino

tati con X, CV, (S. prec. n°22), quando si applica a questi ultimi

la trasformazione sviluppata nella 13 parte dal n° 123 al n° 126,

in guisa che, nella ipotesi della uguaglianza de’ gradi delle fun

zioni A e B, si ha

XL:Xr 1 ;=Vr'

11. La risultante di due equazioni di gradi disuguali m ed n

(sempre ritenuto m maggiore di n, e, come al solito, m-n=;)

può ancora farsi dipendere dal metodo di Bezou_t , con riguarda

re l‘equazione di grado n come caso particolare‘di un’equazione

di grado m; il che può farsi in due modi, 0 supponendo nulli

i coefficienti delle 2 più alte potenze .r'", ac'"“, . . , x"*‘, 0 invece

supponendo nulli quelli delle s più basse potenze x“‘, m““,.. , a‘,

a:" . Esamineremo brevemente questi due modi, entrambi consi

derati dai geomelri.
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Secondo la prima maniera si tratta di applicare il metodo alle

due equazioni

A=aoxm+alxm"+- . +a,_lw"+‘+asx”+ -- +a,,,=0 ,

box'" +b,x’"“'+ - - +bs_,z"“+bgzv"+ . - +bm=0 ,

dove però, a calcolo finito, bisogna porre

bar-0 , b,=0 , b,=0 , . . . b‘_,=0;

con che la seconda equazione va ridotta a

=b,x"+bmx“-‘+ - ° +bm=0 .

Ora, conformemente al primo caso, nella ipotesi attuale perver

remo alla risultante K,,,=O , essendo

cl.! 01.: ' CL"!

69,: 62,: ' 09.01

Km: ;

ci",l cm.a ' cm,m

ma, siccome gli elementi del determinante Km sono sempre defi

niti dalla formola (6), ne segue ch’esso è identico col determi

nante simmetrico nascente dal trasformare, col metodo svilup

pato nel n° 127 della 1“ parte, il determinante a due scale di gra

di disuguali D,, , il quale esprime l’ultimo de'semplificati residui

corrispondenti alle funzioni A e B , di gradi m ed n; ma allora

il determinante Km sarà divisibile per a: ; e però dovendo essere

la vera risultante sarà

Del rimanente per sopprimere dal determinante Km il fattore a3,

basterà mutarvi le prime e orizzontali in una scala inversa di

grado i , formata con i coefficienti di B (par. 1", n° 128); ed allo
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ra, se si dinota con KL,, ciò che diviene il determinante Km , in

seguito della detta modifica‘si avrà I

l _ ,_

gm-m.

e quindi sarà K’,,,:O la risultante delle date equazioni.

12. Il metodo del Bezout può, nel caso che si considera, fornire

ugualmente le espressioni di tutti i semplificati residui p,, p, , p,,

etc. Ma ora , seguendo il procedimento tenuto nell‘ altro caso

(n° 9), per ottenere l’espressione del primo semplificato residuo

p, , ch’è una funzione di grado n--1 , bisognerà impiegare tutte

le prime :+ 1 equazioni del sistema

Y‘:O , Y.:0, . 0 , YS_I:0 , Y|=0 9 Yg+l:0 ! ' ’ ’ "m=0 ’

dalle quali col metodo allora indicato possono eliminarsi tu_tte le

potenze superiori ad n-l. Ed a tale uopo è necessario di osser

vare che le prime e- 1 funzioni Yx , Y,, .. , Y,_l non sono già,

al pari delle altre, di grado m-1 , ma sono rispettivamente di

gradi n , n+l , n+2, . . , m-2 , poiché nel caso attuale es

sendo b,,=0 , b,=0 , . . , b,_,=0 , si ha (')

YI =Bllo ,

Y, :B(aox+ax) ,

Y,_,=B(aoxa“z+axms_’+ - - +a,_,) ,

Ys :B(aoxs_l+axms_a+ ' ' +ae-x) '

YE+,:B(aoaf +a,a:’“'+ - - +11, )-Ab, .

etc. etc. etc.

Similmente impiegando le prime 6 +2 equazioni otterremo p,;

( ‘) Da ciò risulta che nel caso presente la funzione Yl è mancante delle

più alte e -1 potenze; che la seconda Y, manca delle s -2 più alte potenze;

che la terza Y. manca delle e -3 più alte potenze, e cosi di seguito fino alla

funzione Y;-,, che mancherà solo della più alta potenza x""". Ora tutto ciò

equivale a dire che per la prima si ha cl,x =ch.=. . :c,_,.I = 0; che

similmente si ha per la seconda c,_ , =c,, l= . .=c,,s_,=0; e così di se

guito fino alla funzione Y;-, per la quale si ha solo c;_,, I=0 .
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ed in generale avremo l’espressione di p,. impiegando tutte le pri

me I + r equazioni. Ma d’altra parte è chiaro che questa espres

sione può subito aversi nel determinante di grado' e + r formato

con le prime E + 1‘ orizzontali del determinante Km, riunendovi

in una le ultime n-r+1 verticali, ordinatamente moltiplicate

per le successive potenze x"" , x”"“,.., a: , 11:“. E se all'ultima

verticale del determinante, che si ottiene in tal guisa, si aggiun

gano tutte le altre,ordinatamente moltiplicate, a cominciar dalla

prima , per le successive potenze w’"“ , x'"" , . . , ec"""*‘ , ri

sulterà

cz,x cx.n ' cx.s+r-l Y:

2. r 9.: ' cì,C-PT-I Y:

1
__ ci-l,| cS-l,fl ' c!-ì,E+T-l‘Î-l 8

,,_ Y - U
06.1 69,: ' cz.e+r-r s

r

CE+I.I cz+x.n ' cl+r,e+r-t ìE-H

,

ci-Ff',l cE-H'.I ' ct+f,€+T-x ‘8+f

13. Inoltre, tenendo presenti le espressioni delle funzioni Yl ,

Y, , .. , Y...+r , e manifesto che l‘ultimo determinante può decom

porsi in due parti , l’una moltiplicata per B, l’ altra per A; e ’

quindi si ha, come nell' altro caso,

Pr=BX;- _ Avi- ’

dove X; è ciò che diviene il determinante in (8) mutandovi solo

gli elementi dell'ultima verticale nelle espressioni

a, , a,,x+ax , .. , aox'+“‘+axwr+“’+u+a,_,,,_,‘

E similmente V’, e ciò che diviene lo stesso determinante in (8)

annullandovi nell’ultima verticale i primi I elementi, e cangian

do gli altri nelle espressioni

b, , b,x+b_,H , . . , bex"‘+bs+lx'”+ .- -t-br+i_1 '

Del rimanente è chiaro che X’, e V’r sono i trasformati de’de

terminanti già dinotati con X, e V, (S. 11. n° 22) , mediante il
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metodo sviluppato nel n° 127 della 1'l parte; ma quindi essi sono

divisibili per a2; eper sopprimerne un tal fattore si comincerà dal

mutare in ciascuno le prime : orizzontali in una scala inversa di

grado e, formata con i coefficienti b, , b,+l , . . , b,,,; ma poscia

per riguardo al primo X,’ dovranno annullarsi nell'ultima verti

cale i primi i elementi; ed in quanto al secondo è chiaro che bi

sogna mutare gli stessi a elementi nelle successive potenze 1 ,

a: , w", . . , w'_‘ . In conseguenza chiamando X,” e V,” ciò che

rispettivamente divengono X,’ e V,’ dopo la detta modifica ,

avremo

1
x,=lî- x’,=xî,

1

V}: _a; VQ=V’,’ .

14. Risulta da tutto ciò che le k condizioni necessarie per

l’ esistenza di I: radici comuni alle equazioni A=0 . B=0 equi

valgono alle seguenti

1,,_,=0 , . . , KL,,_,+,=0 .Kî,,=0 , K

le quali nel caso presente costituiscono il sistema delle risultanti

delle equazioni A=O , B=0 ; ed intanto l'equazione che com

prende le k radici comuni sarà

k-xr k 1 I
Pn-k:Km-km + Km-k,x ‘73 + " +Km.h.k=0 '

Inoltre le rimanenti m-k radici dell’ equazioni A=0 saranno le

radici dell’equazione di grado m-k

1
_ r _ Il _ .

Xn-k+z_ 75 X n-k+x _Xn-k+r _ 0 ’

e le rimanenti n-k radici dell' altra equazione B=0 , saranno

quelle dell'equazione di grado n_k

1
_ ’ __ ” __

vn-k+i_ as V n-k+x "_ Vn-k+r-O -

o

15. L’ altra maniera di far dipendere la risultante delle equa
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zioni A=0 e B=0, di gradi m ed a, dal metodo di Bezout,consi

ste, come già si è detto, nel riguardare l’ equazione di grado n

come un' equazione di grado m, ma nella quale fossero nulli i

coefficienti delle I più basse potenze x'*‘ , x“"‘ , . . , x, x”; di

modo che nel fatto questa equazione è ciò che diviene la B=0

moltiplicandola per a:”“", ossia per a:‘ . Così nel caso attuale trat

tasi di applicare il metodo indicato alle due equazioni di gradi

uguali '

A:a,,x’"+a,x’""+ -- +a/,x‘+an+,w"'+ -' +a,,,:0 ,

x‘B=bo x”‘+b,x"“'+ .- +bnxs=0 ,

la seconda delle quali può ritenersi come completa, ma a patto di

porsi, a calcolo finito ,

0 =0 , bn+,=0 , . . , b,,,=0 .
"+1

Ora, senza entrare in altre considerazioni , osserveremo che la ri

sultante delle due soprascritte equazioni può aversi uguagliando a

zero il determinante della matrice quadrata a due scale, ciascuna

di grado m, formate con le due serie di coefficienti

Go , a,,..,a,, , an+,,.., 0,",

ba 7 b|I"vbn 1 bn+x,u.,

ma siccome in ciascuna orizzontale della scala inferiore bisogna

annullare gli l elementi b,,+x , b,,+a , . . , b,,,, ponendo mente alla

forma del detto determinante , si fa manifesto che sia lecito di

sopprimervi tutte le ultime | orizzontali della scala (a0) (par. 1‘,

n° 42) , a patto tuttavia che il determinante che si ottiene in tal

guisa sia moltiplicato per af,, . Ma d’altra parte è evidente che

questo determinante non e altra cosa che il determinante della

matrice quadrata a due scale di gradi n ed m, costruita con le

norme dichiarate nel n° 115 della prima parte; e che perciò è l’ul

timo de’ semplificati residui corrispondenti alle funzioni A e B.

Adunque, se si cerca col metodo di Bezout la risultante delle due

equazioni A=0 , x‘B=0, questa risultante sarà divisibile per a,',;

e sopprimendone un tal fattore si avrà la vera risultante delle

equazioni A=0 , B:0 .

2-f
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16. Si può modificare questo metodo in guisa da giungere

direttamente alla vera risultante. Se l’ equazione A=0 si mol

tiplica successivamente per le potenze x”", x”"’, . . , a:‘, x, 1,

e l' equazione B=0 si moltiplichi per le m potenze Successive

1 , a: , a:‘ , . . , a:’"“ , x'"“ , si ottiene un sistema di m+n equa

zioni, delle quali le prime n sono di grado decrescente da m+n-1

fino ad m: e le altre in equazioni sono di grado crescente da n

ad m+n-1. Ora le dette equazioni contenendo le m+n potenze

x”“’”", x"“"", . . , x‘, x, a:°,

potremo eliminarle riguardandole come altrettante incognite a

primo grado , ed il risultamento di tale eliminazione, il quale

non è che il determinante delle equazioni medesime, sarà una ri

sultante delle equazioni A=0 , B=0 . Ora è chiaro che questa

risultante riproduce il determinante della matrice a due scale di

gradi n ed in formate con le serie de' coefficienti di A e B , e

quindi l‘ultimo de’ semplificati residui (‘).

3. W.

DETERMINANTI DELLE EQUAZIONI, E RADICI MULTIPLE.

1. Dinotata come al solito con A una funzione di a: di grado n,

e con B la sua derivata, supporremo

A=a,,:c"+a,x”"+ - - +a,,_,a:+a,, ,

B_b-,,w"“+b,x""+ -- +b,,_, ;

e saràquindi

b,=na, , b,=(n-l)al , b,=(n-2)a, , . . , b,,__',=a,,_t .

Ciò premesso, se si considera in ordine inverso la serie de'prin

(') Questo metodo elegantissima per ottenere la risultante di due equa

zioni e dovuto all’illustre Sylvester, che lo ha detto metodo dialitico di eli

minazione. V. il Philosophical Magazine. June 1811.
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cipali coefficienti de'semplificati residui, corrispondenti alle fun

zioni A e B, otterremo il sistema delle n-1 quantità

D,,_,, H,..,D,_,,DH_,,H,DVDU

le quali sono funzioni omogenee delle costanti a, , ax , . . , a, ,

ciascuna di un grado doppio dell’ indice corrispondente (S. II.

n‘ 37 e 38). Ora noi distinguèremo questo sistema col nome di

sistema de'successivi determinanti della funzione A, o dell'equazio

ne A=O; e però sarà D,,_, il primo determinante della funzio

ne; D,,_, il secondo; D,,_, il terzo; e cosi di seguito (‘).

2. Risulta da questa convenzione che il primo determinante

della funzione, non e altra cosa che l’ultimo de’ semplificati re

sidui corrispondenti alla stessa funzione ed alla sua derivata, il

quale è di grado zero in riguardo ad x; mentre poi il secondo de

terminante, il terzo, il quarto, etc., sono rispettivamente iprin

cipali coefficienti de’ residui di 1° grado, 2° grado, 3° grado, etc.;

di tal che, in generale, il k’"° determinante D,,_,, sarà il principale

coefficiente del residuo di grado k-1.

3. È già noto che se il primo determinante della funzione A è

diverso da zero, questa funzione e la sua derivata saranno prime

tra loro; ma nel caso opposto queste funzioni debbono ammettere

un divisore comune in x, il quale sarà di grdo n-r (S. Il, n° 21)

se, insieme al primo, siano nulli nel tempo istesse tutti i primi

n-r determinanti

Dee-x ’ Dn-I’HiDr-H’ Dr

Ed in questa ipotesi il quoziente della divisione di A pel detto

comun divisore sarà la funzione di grado r, che sotto forma di

determinante abbiamo indicata col simbolo X, (S. II, n.‘ 29 e 34).

Ora tutto ciò in altri termini equivale a dire che le radici della

equazione A=0 saranno tra loro disuguali, se non è nullo il suo

(‘) Il primo di questi determinanti, fatta astrazione da un fattore dipen

dente solo dal principale coefficiente, equivale , come si vedrà poco innanzi,

a quello che fu chiamato dall’ illustre Gauss deterininante dell' equazione;

e che poscia ha formato il soggetto di profonde ricerche, de’ più grandi anali

sti; ma pare, e ciò che segue ne sarà una pruova, che non sia meno interes-_

sante la cousiderazione degli altri determinanti, che abbiamo messo in veduta.

_-|._. _-___-._
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primo determinante D,,_,; ma in altro caso I' equazione avrà per

lo meno due radici uguali; e fin qui si tratta di una proposizione

conosciuta. Ma ora possiamo aggiungere che, se è nullo il primo

determinante, senza esserlo il secondo D,,_, , l’equazione avrà due

sole radici uguali, vale a dire una radice doppia; e però n-1 ra

dici distinte, che saranno tutte le radici dell’equa11ione X,,_,=0.

Se poi siano nulli i due primi determinanti, senza esserlo il terzo

D,,_, , l’equazione potrà ammettere o una radice tripla, o due ra

dici.doppie; ed in conseguenza nF2 radici distinte, che saranno

-le radici dell’equazione X,,_,=O. Se fossero nulli i tre primi de

terminanti, senza esserlo il quarto D,,_, , l’equazione potrà avere

o una radice quadrupla , o una radice tripla ed una doppia, ov

vero tre radici doppie; ed in ogni caso n-3 radici distinte. Ma

ora, senza più, e manifesto che, se sono nulli iprimin-r deter

minanti, l’equazione potrà ammettere diverce ;adici multiple,-ma

le radici distinte saranno al numero di r,contando, comegià s’in

tende, una sola volta ogni radice multipla ; e quindi possiamo e

nunciare il seguente teorema:

L’ equazione A=0, di grato a, ammetterà soltanto rradici di

stinte quante volte siano nulli i suoi primi n-r determinanti. E

tali radici saranno tutte comprese noll'cquazionedi grado r (‘)

i ax . a,._2 a,_, a,. . a,,,._l 0

0 al, . a,_, a,._2 a,._l . a,,._,I 0

. 0 (10 (11 a2 a,“ 0

_ 0 0 . 0 00 a, . a, 0

-\.: e o . o o o, b,._, 1 =0

() 0 . 0 bo bx . b, a:

l) 0 . ha ‘11, b, . b,+x x“

0 bo ' br-a br-a bT-x ' bar-e xr_x

n I), . b.,._a b,_1 b,. . b,,,._l x'

  

( ') Non esiste, per quanto è a nostra notizia, verun altro teorema che

possa dare all’ islante, come quello che qui si enuncia, l’equazione che com

prende le sole radici distinte di un’ equazione, che ammette radici multiple.
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4. Segue da questo teorema che, se sono nulli tutti ideterrni

nanti dell’ equazione , la medesima avrà uguali tutte le\radici ,

vale a dire avrà una sola radice multipla di grado n, che sarà ra

dice dell’equazione

1 a, 0

X, = 0 110 1 =0 ,

n bl a:

la quale, sostituendo a b,, e bK i loro valori nao , (n-1) al , e poi

sottraendo dall’ ultima la prima verticale moltiplicata per n, si

riduce ad

"a0 1 =naox+a,=0 .

  

-a,x

Così nel caso che si considera la funzione A non può differire che

per un fattor numerico dalla potenza n'"“ del binomio na,,x+a,.

5. Invece delle funzioni Dr ed X,., che sono espresse immedia

Ma oltre a ciò osserveremo che i principii, ond’esso deriva, possono condurre

a risolvere delle quistioni di una difficoltà anche maggiore, come sarebbe per

esempio, se si trattasse delle condizioni , cui debbono soddisfare i coefficienti

di un’ equazione di grado assegnato , affinché la medesima possa ammettere

una o più radici di un dato grado di moltiplicità: quistione questa importan

tissima specialmente in fatto di singolarità delle curve.C0sì, se si domandano

le condizioni affinché un’equazione possa ammettere una radice tripla , si ve

drà che in primo luogo bisogna che si abbia D,,__, = 0 e D,;.,= 0 ;

e che di più in questo caso debbono essere uguali le due radici dell’equazione

di 2° grado ,

Dn-a'lv‘ + Dn-scz‘lv+D»- l.a=0 ’

il di cui primo membro è 1’ antipenultimo de’ semplificati residui; e ciò esige

com’è chiaro che sia soddisfatta la terza condizione

DZ-s,z=à'Dn-a Dn-a.a '

Se la proposta equazione dovesse ammettere due radici doppie,oltre alle due

condizioni D,,_,=O , Dn_.:0 , si esigerebbe evidentemente che fosse un

quadrato perfetto la quantità Df,_.,l-an_,Dn_m . Ma questa quistioni

meritano uno sviluppo più esteso, che ci riserbiamo di dar loro in altra oc

casrone.
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tamente in termini delle costanti della funzione A, possiamo nelle

applicazioni del precedente teorema far uso delle corrispondenti

funzioni II, e Z,., che sono espresse per mezzo delle potenze simili

delle radici dell‘ equazione A=O (S. il, n‘ 31 e 35). Quindi sic

come si ha in generale (S. Il, n° 38)

D,.=a2" H, ,

Xf=aîlr_l zr I

risulta che la detta equazione di grado n ammetterà soltanto r

radici distinte quando siano soddisfatte le n-r condizioni

Hn_1=0 , Hn_,=0,.., H,.:0 ,

equivalenti ordinatamente alle seguenti

Sa 81 . Sn_l So 8x . 8,,_. Sa 81 . 8,

SI se ‘ sn 81 Se ' sn-u sl sa ' sr+x

s, 53 . s,,+x =0, s, s, . s,, =0,.., s, s, . srfl=0;

sn-x s_n ' san-n sii-l sn-x ' san-4 5r sr+x° ssr

ed in tal caso le r radici distinte saranno tutte le radici dell’e

quazione

s sl . s,._, 1

s, s, . sr a:

2,: sa 5, . s,.+1 a:

sr s,+,. s,,._I a:

6. Siano a, , a, , . . , a,, le n radici dell‘ equazione A=0 , e

pongasi

a, a, a, . un

I 2 I 2

P: a, az a, . a" .

a 3 3

al a, aJ . un
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Ein è noto che questo determinante equivale al prodotto delle

differenze a due a due di tutte le radici, prese secondo un'ordine

già dichiarato (par. 1‘, n° 52, es. 2°) ; e però usando una notazio

ne convenuta, sarà

P=Il(a,, a,,..,a,,).

Intanto , se si elevi a quadrato il determinante P , operando per

orizzontali, e si tenga presente che

d+d+é+fi+é=a.

si riconoscerà subito che il quadrato di P è identico al determi

nante figurato per lo innanzi con H,,_, ; vale a dire si ha

F=Hkfi

e quindi risulta

80

sx s, s, . s,,

SI MP’='Il’(crI , a, ,. . , a”):

sn-x si} sl+l ’ san-a

Questa relazione dimostra che il derminante H,,_, esprime il va

lore assoluto dell’ultimo termine dell’equazione ai quadrati delle

differenze delle radici dell’equazione A=O; e però questo ter

mine sarà espresso da

n(n-fl

Hn-l ;

e siccome D,,_,=a., H,,_, , e manifesto che il detto ultimo ter

mine può ancora essere rappresentato da

 

nln-x) D

(-Ù %È‘
a

O 0

Ciascuna delle espressioni qui recate equivale adunque al prodotto

di tutte le differenze, si positive che negative, delle radici dell'e

quazione A=O ; ed è questo prodotto che suol chiamarsi deter

minante dell'equazione (nota al n° 3).Vedesi pertanto che il deter



184

minante dell’equazione A=O non differisce dal nostro primo

determinante D,,_x che per un fattore funzione del solo principale

coefficiente dell’ equazione. I

7. Dinotando 1' un numero qualunque minore di n, è evidente

che il determinante di grado 1‘

MM“
h

fa
D P

- M
_|

Hr-x: ‘ S, S, - S,-_H ,

87-! 51’ sf+l ' snr-n

é il principale minore determinante di H,H , formato nelle pri

me r orizzontali; e quindi può essere riguardato come il quadrato

della matrice costituita dalle prime 1‘ orizzontali del determinan

te P (par. 1’, n.° 69), vale a dire come il quadrato della matrice

111.1.1

ax a2 (43 . a, . a"

2 2 i 2 i

a, a, a, . a,- . a" .

. - .
_

. . . .

r..g r_z r-r f- f-l

a, a. a, .a,..az,,l

Ma il determinante che si ottiene elevando a quadrato questa ma

trice equivale alla somma de'quadrafi di tutti i suoi determinanti,

cioè di quelli che si ottengono combinando le sue verticali ad 1‘

ad r, cosi potremo scrivere concisamente

so sx s, . s,_x 1 1 1 . 1 ’
SI 5, S, . 8,. a, a, a, I . a,

Sa 5, Si . S,.+l :Z a: a: a: . a: ,

. . . . .
..

. . . . .

sT-z sr sr+r ' 82T-2 ‘12“! a:_‘ a:_x ° 1:4

 

avendo messo in veduta sotto la caratteristica della somma il qua

drato del determinante principale della matrice, ossia di quello
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che risulta dalla combinazione delle sue prime 1‘ verticali , e la

somma dovendo estendersi a tutte le alt-re combinazioni.

Inoltre, siccome ogni combinazione di r verticali della matrice

in discorso comprende una combinazione di r radici, e ciascuno

de' corrispondenti determinanti può essere trasformato , a somi

glianza di P, nel prodotto di tutte le differenze di queste r radici

a due a due, cosi avremo ancora

s, s, . s,_,

D,_x _ __ s, s, . s,. __ 1 , .

_vi'-_a_ f-.- -- U \“n“s""ar)v
11,, . . . .

sr-r sr ' snr-a

e quindi ponendo r: 1, 2, 3,4, etc. si avrà la serie di relazioni

 

 

 

 

I)o :==H,,=:=so

D si) si

: :H‘: : [1 (al, a.) ,

a0 si si

so 5x 5,

D, 2
at =Ha: 8! si s! = n (“1’ “1’ al) ’

0

s, s, 54

so 5, s, s,

D _H_sxszs,s‘ "" Il“a a a )

._ _ -- G

a,', ’ szs,s‘sai 2 \""""

S, 84 8, S6

etc. etc. etc. etc.

8. Supponendo che l' equazione A: 0, di grado n , abbia ra

dici multiple, ed 1’ radici distinte a, , a, , . . , a,- , siano p, ,

p, , . . , p.,. i loro gradi rispettivi di moltiplicità, taluno de’quali

potrà essere uguale ad 1, in guisa che sarà

l"+f"a+ '° +f‘r:n' (1)

In questa ipotesi le fa verticali della matrice di r orizzontali

  

' 25
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considerata nel no precedente potranno essere distribuite inr

gruppi, ciascuno costituito di verticali identiche ; vale a dire in

un gruppo di p, verticali, in cui figura la sola radice a, ; in un

gruppo di p., verticali con la radice a,; e così di seguito. In que

sto caso adunque de‘ determinanti della detta matrice debbono

annullarsi tutti quelli, in cui si trovano almeno due verticali

identiche; e rimarranno solo i determinanti, che si ottengono da

combinazioni di r verticali , prese una per ogni gruppo ; donde

poi segue ch’essi sono uguali tra loro in valore assoluto, ed il

loro numero sarà uguale al prodotto de‘gradi di moltiplicità di

tutte le radici. Dopo ciò è manifesto che , nella ipotesi attuale ,

il determinante Il,._l , principale minore di grado r del primitivo

_ Il,H , formato nelle sue prime 1‘ orizzontali, equivale al deter

minante delle successive potenze delle 1‘ radici semplici molti

plicato pel prodotto de' loro gradi di moltiplicità; laonde se s’in

dichi con p questo prodotto, vale a dire se pongasi

y,><p,>< -- Xp,=p . (2)

si avrà

se si ' sr-r 1 1 ' 1 a

sx s,I . sr 1, «a - “f

Hr_I: Sil S, - Sr+‘ :,U- a: a: ' a:r-r r_ 1‘

sr-x 51' ' sar_a al “S I ' “f I

:lu Il“(a,,«,,--r“r)° ‘

Intanto, siccome le quantità a, , a, , . . , a,. sono, per ipotesi, le

1‘ radici distinte della equazione A=O, le quali d’altra parte sono

tutte le radici della equazione di grado 1‘ (n.° 5)

so 51 . s,._, 1

sx s, sr x 0

s, s, . s,.+1 x‘ ’ (4)

_ T

31' 51144 ‘ bar-z w

‘<e dinotiamo con a,, la somma delle potenze 12”" delle radici di
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questa equazione, vale a dire se pongasi per compendio

ap:af+af+ ' - +aî ,

avremo eziandio

’ s

s, s,I . s,_x a, a, . a,._, ( )

S, S, . 8,. a’, a, . a,

=e - <5)

sr-z sr ' szr_a > °'f-z °'r ‘ dar-n

(') Cade quasi sott’occhio che un’equazione di grado 1‘ , le di cui radici

siano a, , a, , . . , 01,, può mettersi sotto la forma

1 1 . 1 1

a, ai, . a, 412

i I i i!

a; a, . a, x _- 0 ,

. . . .

r-x r-x r-x r_|

a. a. . ai, 60

r r r r

a, ora . a, a:

perchè questa equazione è verificata sempre che si supponga x uguale ad una

delle quantità a,, a, ,. ., a,-. Segue da ciò che il primo membro di questa equa

zione, ed il primo membro della (4) nel testo non possono differire che per

un fattore indipendente da 9:. Ma siccome nella (4) il coefficiente della più alta

potenza 41‘" è Il,_,, ossia il. II' (1,, a, , . ., a,) , e nella equazione attuale il

coefficiente della stessa potenza è H (x, , a, , . . , a,.), ne risulta che il primo

membro di quest’ultima equazione, moltiplicato per un (1, a,,, . ., a,) , di

viene identico col primo membro della (4); ed in tal guisa noi siamo condotti

alla relazione osservabile

so sI . s,_, 1 1 1 . 1 1

5x 8,, . 5,. (D a, ora . a, Z

2 __ I I i E

52 , . 8,.+, .’L' _-y.ll(a, ,a,,.,, (1') etx a, . on, (E

r r r
8,. S,._H . 8.,._, 56 a: a: . a, .’B

la quale, paragonando i coefficienti delle potenze simili di a: ne’ due membri,

porge una serie di relazioni, tra cui vanno comprese la (3) e la (s): relazioni

.

‘
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9. Del rimanente queste conchiusioni si possono estendere a qua

lunque minore di grado r del primitivo H,,_,, purché le linee che

concorrono a formarlo, tanto orizzontali, quanto verticali, siano

successive. Allora infatti esso può riguardarsi come il prodotto di

due distinte matrici del determinante P, costituite entrambe da

due diversi sistemi di r successive orizzontali (par. 1‘, n° 66) ,

per esempio l‘uno contato dalla 1’“ , l’altro dalla k'"“ orizzontale;

e sarà propriamente uguale alla somma de’ prodotti di tutti ide

terminanti dell’una pe’ rispettivi determinanti omologhi dell’altra.

Ora in primo luogo è chiaro che a ciascuna di queste matrici è

applicabile tutto ciò che si è detto nel caso precedente, fino al

punto di conchiudere che ideterminanti di ognuna di esse,i quali

non si annullano,sono tra loro rispettivamente uguali, e a di nume

ro. È evidente inoltre che i determinanti della prima hanno per

fattori le potenze aî_‘ , ani-l , . . , aÌ“ , e quelli dell‘altra le po

tenze «Î-‘ , dg” , . . , a’,‘_‘ ; ma quindi è chiaro che , se questi

fattori si sopprimano, i primi determinanti diverranno uguali ai

secondi, e però tutti uguali al determinante delle successive po

tenze delle radici semplici a, , a, , .. , «1,. Ne risulta che, nel caso

attuale, il detto minore di grado r del primitivo H,,_x equivale al

quadrato del determinante delle successive potenze delle radici

semplici , moltiplicato per la potenza (i+k-F2)’"“ delprodotto

delle stesse radici, e pel prodotto de’ loro gradi di moltiplicità;

ed in conseguenza ‘é espresso da '

f” (“1 “:"°’ “r‘)i+k'_gn2 (“Ilalî"’ dr) '

10. Se nel determinante P si considera una matrice qualunque

che noi avremo occasione di applicare ad importanti quistioni, e segnata

mente alla integrazione delle equazioni.

Faremo intanto osservare che l’ultima formola sussiste anche quando r::n;

vale a dire, quando sono disuguali le radici dell’equazione primitiva A:0,

e quindi p-=I ; e le relazioni, che essa porge in tal caso, col paragonare i

coefficienti delle diverse potenze di x , costituiscono un teorema già dato dal

eh. prof. Mainardi (Annali di matematiche di Tortolini, tom. 1. pag. 76).



189

costituita da un numero di orizzontali maggiore di 1’, che siano.

o no successive, è evidente che i suoi determinanti debbono tutti

annullarsi, perché in ciascuno vi saranno in ogni caso almeno due

verticali identiche. Segue da ciò che, quando l' equazione A=0

ha radici multiple, ed r sole radici distinte, ogni minore del pri

mitivo H,,_x , che sia di grado superiore ad 1', è necessariamente

nullo.

11. Per applicare ad un esempio le precedenti conchiusioni ,

supponiamo

A=a:‘+ x‘-5x'-x' + San-4:0 ,

e quindi

B=5a:‘ + 4m’-15x‘-2m + 8 .

Calcolando le somme delle potenze simili delle radici della data

equazione A=0 troviamo

S,,=5 , 5,=-ÌÙ , 8,:11 , S,=-13 , s;:35 ,

s,=-61 , s,=131 , S;-253 , S,=515

e sarà perciò

sas,s,s,s4 5- 1 11- 13 35

s,s, s, s, s, - 1 11 -13 35 - 61

sa s, s, si s, = 11 --13 35 - 61 131 .

s, s4 s, s, s, -13 35 -61 131 -253

s, s, s, s, s. 35 -61 131 -253 515

Ora basta osservare che in questo determinante la terza verticale

equivale al doppio della prima diminuita della seconda per con

chiudere che esso è nullo insieme ai principali minori di 4° e 3°

grado, costituiti rispettivamente nelle prime quattro e nelle pri

me tre orizzontali; vale a dire sono nulli nel tempo istesse anche

i due determinanti

sos,s,s, 5-1 11-13

s,s,s,s4 _ - 1 11-13 35

s,s,s, s, _ 11 -13 35- 61 '

s, s, s, s, -13 35 -61 131
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so 3,3, 5- 1 11

s,s,s, = -1 11-13

s, s,s, 11-13 35

Da ciò risulta che l’equazione proposta ha n_3=5-3=2 radici

distinte , le quali adunque saranno radici dell' equazione '

s0 s, 1 5 - 1 1

s,s,a: =-1 11m =0,

s, s, x’ 11 -13 a:°‘

che si riduce ad

x‘+x-2=O;

e perciò le due radici distinte saranno 1 e -2. Per quest'ultima

equazione abbiamo

«0:2 , a,=-l , a,=5 ;

e però, dinotando p il prodotto de’gradi di moltiplicità delle due

radici rispetto all’equazione primitiva, siccome dev' essere (n° 8)

    

50 si 60 di

__EL ,

sl s 0': a:

si avrà

5 - 1 2_1

= P ' .

-1 11 -1 5

   

Ricavandosi da questa equazione 54:9p, e quindi p6, si avrà

Ha,=6 ; ma dev'essere inoltre, in virtù della (I), p, + p,:5,

dunque i valori di p, e p, non possono essere diversi da 2 e 3; e

ne segue che delle due radici distinte della data equazione una e

doppia , e l' altra è tripla ; e di fatti si ha

A=(x+ 2)’(x-1)’.
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g. IV.

SUL TEOREMA DI STUIHI.

1. Ritenuto per A e per B lo stesso significato attribuito a que

sti simboli nel S. precedente, ed ammettendo dapprima che l‘equa

zione A=0 non abbia radici multiple, supporremo istituite tra

le funzioni A e B il processo del massimo comun divisore (S. Il,

n° 12), e dinoteremo al solito con Bl , R,, . . , B,,_, i residui

completi co’segni cambiati, e con p, , p,, . . , p,,_, i corrispon

denti semplificati residui. Inoltre, richiamando il significato dei

simboli D, , X,, V, (S. II, n" 31 c 34), è qui d' uopo ricordare

le relazioni (id. n" 26 e 27).

IXr-a_qur-x + D:-nxr=0 ’ (I)

err-1_Xr-zvr=D:-z ’ (2)

e tener presente che le equazioni A=O, X,=O hanno le mede

sime radici, al pari delle altre B=0, V,,=0, (id, n° 25); osser

vando ancora che nel caso attuale si ha .

X.= DHA. i, 3

vn:_Dn-1B ’ l ( )

Ciò premesso è noto che, per definire il numero delle radici

reali dell'equazione A=O, comprese tra due limiti qualunque,

conformemente al teorema di Sturm bisogna impiegare la serie

di funzioni

A, B, B,, R,,..,R,,_,; (4)

ma siccome si ha in generale _

1

Br:_a: Pr 1

ed il moltiplicatore di p, e una quantità essenzialmente positiva

(id. n° 13), è chiarissimo, per la natura del detto teorema, che

ai completi è lecito di sostituire i semplificati residui, e quindi
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invece della (4) potremo impiegare la serie molto più semplice

A,B, P.ngs‘°|Pn-a‘

2. Ora noi andremo a far vedere che si può soddisfare all’og

getto medesimo con quest'altra semplicissima serie

XO,X,,X,,XH..,X,H,XM (e)

che si traduce in

I, aoa,0 , aoa,a,a,0 , aoalala,a,a,0 ,etc.

01,01 0aoa,a,0 0a,,a,a,a,a,0

boblm 00b,,b,1 00a,a,a,a,0

0b,b,b,x 000bobib,l

b0 b, b, b,a:' 0 0 b,’b, bIl b, se

0 bo bxb, b,b4 m“

b" bl b, b, b, b, m“

ed a tal’etfetto basterà provare che le funzioni, delle quali è for

mata, sono dotate delle stesse proprietà che caratterizzano le fun

zioni di Sturm, e che si riducono alle tre seguenti:

I. Due funzioni consecutive della (6) non possono essere an

nullate da uno stesso valore di a; Il, n° 28).

11. Se un valore di a: annulla una qualunque di queste fun

zioni, esclusa l'ultima X,, , le due, tra le quali è situata, pren

dono segni contrarii per lo stesso valore di x; e ciò risulta im

mediatamente della relazione (1).

III. Dimostreremo in fine che, se ci sia una radice reale del

l’equazione X,,=O , le due funzioni X,I ed X,,_, debbono prendere

segni contrarii per un valore di x alquanto più piccolo di a, e

segni simili per un valore di a: alquanto più grande di a. In fatti

siano h ed h’ due'numeri qualun’qie, l'uno più piccolo, l'altro più

grande di 1, ma tali che tra ciascuno di essi ed a non cada alcuna

radice delle tre equazioni X,,=0 , X,,_,=O , V,,=O ; così tra'

detti numeri ed a non cadrà neppure alcuna radice delle equazio

ni A=0 , B=O ; e ne deriva in primo luogo che le funzioni A

e B debbono prendere segni contrarii per x=h , e segni simili
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per .r=h’ ; ma quindi segue dalle (3) che le funzioni X,, e V,,

prendono, viceversa, segni simili per x=h , e segni contrarii

per x=h’.

Si osservi intanto che la (2), cangiandovi r in n diviene

’ E

Xflvfl-rl_kfl-lvnzl)fl_l ’

e siccome questa relazione ponendovi ac=« deve ridursi a _

-X,,_,V,,:DÎ,_, ,

dappoichè in siffatta ipotesi si ha X,,=0 ; cosi risulta che

per (17:0; sono contrarii isegni di V,, ed X,,_, . Ma i segni

che prendono queste due funzioni per x:« sono rispettiva

mente simili a quelli ch’ esse prendono per m=h , perché tra e:

ed h non esistono valori di x capaci di ridurlo a zero ; dunque

per x=h i loro segni saranno ugualmente contrarii. Segue da

ciò che i segni delle funzioni X,, ed X,,_x sono , come voleva di

mostrarsi, contrarii per a:=h. E si conchiuderebbe esattamente

nella stessa maniera che questi segni debbono, viceversa , esser

simili per x:=h'.

Dopo ciò e manifesto che per definire il numero delle radici

reali dell‘ equazione A=0 , comprese tra due limiti qualunque ,

possiamo avvalerci della serie (6), che sembra la più semplice di

quante se ne conoscano finora per l' oggetto medesimo, essendo

essa formata immediatamente con i coefficienti della data equa

zione.

In quanto al calcolo numerico le funzioni che formano la se

rie (6) si‘ possono subito trasformare in determinanti di grado

molto più basso merce l‘ espressione generale di X,, 0 meglio

di X’, , data al n° 10 del S. III; e quindi alla detta serie può so

stituirsi la seguente

. ,

’ c" clfl “a ’ etc'ca: 022 aox+az

Gli] 612
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3. Inoltre essendo in generale (S. Il, n° 35) X,.-_-a,'fZr , dove

'.

51' sT+l sf‘+ì' snr-a x

e manifesto che, invece della (6) , è anche lecito di adoperar la

serie

  

vale a dire

1, sol , sos,1 ,.., so s, . s,,_,'1 : g8)

s, m sl s, se s, s, s,, a:

s, s, m” s, s, . s,,+, w°

5» sn+x ' san-n x"

e siamo così condotti ad una serie già conosciuta per la defini

zione del numero delle radici reali di un’ equazione , comprese

tra due limiti assegnati (*).

4. Se si tratta di definire il numero totale delle radici reali

dell’equazione A=0 , tutte le serie precedenti si possono ridurre

a quelle che risultano da’ principali coefficienti delle funzioni ,

che le compongono. In riguardo alla (5), siccome le due prime

funzioni A e B hanno per principali coefficienti do ed uno , è chia

(’) Questa serie sembra dovuta al eh. Joachimsthal. V. Crolla t. XLVI.

Ein è evidente che le due serie (6) ed (8) sono la traduzione l’una dell’altra,

quella espressa immediatamente per mezzo de’coefficienti dell’equazione A=0;

questa per mezzo delle somma delle potenze simili delle sue radici. Secondo

noi la serie (8) è una trasformazione della (6) , alla quale siamo direttamente

pervenuti; ma aggiungiamo che fino a questo punto rimaneva tuttavia incogni

ta la trasformazione della (8) in termini de’eoefficienti dell’equazione primitiva,

quantunque molti tentativi ve88ansi fatti a tale oggetto.
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ro che il primo diviene inutile , e che all’ altro può essere sosti

tuita l’unità; sicché il numero totale delle radici dell’ equazione

può definirsi mediante la serie

1,D,,D,,D,,,--.D,,-U

che può essere trasformata in

 

1 , (incn , c,,c,,cH ,.., ’c,,c,, . cm ,

ci: cl. cll cflfl cll cl! 012 ' pan

cl! 032 (‘33

cfll cfifl ' cflll

dove agli elementi e" , c,, , . . . c,,, possono rispettivamente so

stituirsi bo , bl , .. , b,,_l ; o meglio na,,, (nf-1) a, , .. , a,,_x .

Egli è poi evidente che questa serie medesima si otterrebbe

dalla (7) , sopprimendone il primo termine; 1 , e mutando inve

ce in 1 il suo secondo termine a,,cu , poiché a cu è lecito di so

stituire nao .

In fine risulta dalla (8) che il numero totale delle radici é an

cora definito dalla serie

1 ’ Ho ’ H: 9 Ha ’ Haz’flan_x

in cui può sopprimersi il primo termine, e che si traduce in

5 ,0 80 si

si sa

, |s0 sl s, , . . , s s

sI s,I s, sl s, . s,

s, s, s,

  

Sn-z su ' san-a

5. Fin qui si è supposto che le n radici dell’equazione A=O

fossero tra loro disuguali ; ma se questa equazione ammetta ra

dici multiple, ed 1‘ sole radici distinte, e facile a riconoscere che

il numero delle radici reali comprese tra due limiti qualunque é

ancora definito dalla serie (6) , la quale in tal caso si arresta da

sé stessa alla funzione X, , poiché le altre di grado superiore

X,,, , X,+, , etc. sono identicamente nulle (S. Il, n° 35). A tale
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effetto basta osservare che sussistendo nella attuale ipotesi le due

relazioni (S. I], n‘ 29 e 30)

A V,.+ B X,.:0 ,

erfix_Xr-xvr:D:-r ’

quanto si è detto nel primo caso (n° 2) a riguardo delle quattro

funzioni X,, , X,H e V,, , V,,_, ora si applica parola a parola,

senza veruna eccezione alle quattro funzioni Xr , X,_, e V, , V,._,,

E perciò , nel caso che si considera, il numero delle radici reali

dell'equazione, comprese tra due limiti qualunque sarà, definito

dalla serie di funzioni '

Xnîxlìxgì"9xrv

le quali sono espresse immediatamente in termini de‘coellìcienti

dell' equazione data ; ovvero dall' altra serie di funzioni

z,,,z,, za,..,z,,

le quali sono espresse mediante le somme delle potenze simili

delle radici dell‘ equazione medesima.

Q. VI.
1,

DETERMINANTI FUNZIONALI.

I. Supposto che ti, , u, , . . , un siano n funzioni di n variabili

x, , w, , . . , x, , il determinante delle loro derivate prime

Idul da2 dul _ dun

    

dx, (lat‘, da‘, dx,

(lux du, (InJ du,,

'11» = dx, dx, dar,= dx,

d_ul da, da, _ du,,

da:n day, U'J‘n dm

   

chiamasi determinante del sistema delle date funzioni , o semplice

mente determinante funzionaÌe; e spesso ancora Jacobiano dal
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nome dell' illustre Jacobi , al quale è dovuta la teorica di questi

determinanti. Se le date funzioni sono lineari il loro determinan

te coincide con quello già definito nel no 1 del S I.

Talvolta per rendere più semplice la scrittura del determinante

delle funzioni ul , u_, , . . , u,, , la derivata di u, rispetto ad una va

riabile x, s’ indica con u,,, ; ed allora si ha

un: una un: ' unn

2. Quando le funzioni non sono tra loro indipendenti, ma le

gate da una equazione

‘P(ux’ un""un)=o ’

il determinante u, è nullo identicamente. In fatti in questa ipo

tesi tra le n derivate parziali di 9 sussistono le n equazioni

 

 

 

_dl_ îl_li dg: d“, dg; da, _0

da, data, da, dx, + " du,, dx, _ ’

da d-ux (19 da, da da, __

EU, d..,dî,+"+mgdx;-°’

il, .d . d. . .d?. d. . . . .d.

da, (1.12,, da, (1.73,, + + da, da‘, :0 ’

e quindi è nullo il loro determinante,che non è diverso da ux. An

che vera è la proposizione inversa; vale a dire se è nullo il deter

minante 14,, le funzioni, cui si rapporta, non sono traforo indi

pendenti; ma per dimostrare questa importante proposizione dob

biamo permettere una trasformazione del detto determinante, la

quale d’altra parte costituisce essa stessa una proprietà non meno

importante de’ determinanti, funzionali.

3. Tra le date funzioni u,, u,,, . . , 11,, se ne. prenda una a pia

cere, comc u, , in cui non manchi la variabile 1‘, ; cosi x, sarà una
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determinata funzione di u, . x, , cc, , . . , x, , che possiamo imma

ginare eliminata dalle altre funzioni u, , u, , . . , u, . Indi tra que

ste, che più non contengono x, , prenderemo una funzione, come

u,, in cui non manchi la variabile m,; ed allora x, sarà una fun

zione determinata di u, , u2 , x, , . . , x" , che supporremo elimi

nata dalle funzioni u, , u‘ , .., un , le quali in tal guisa non con

terranno nè x, , nè w, . Ma,continuando questo sistema di trasfor

mazione, è manifesto che le u, , u, , u, , . . , u, possono essere

considerate: la prima uI come una funzione delle variabili x, ,

x,, . . , x,,, in cui non manca m,; la seconda u, come funzione

di u, e delle variabili x, , x, , . . . x" , tra cui non manca x,; indi

la terza a, come funzione di u, , u, e delle variabili w, , x4 ,.., x,,,

tra cui non manca x,; e cosi di seguito; di tal che in generale si

può supporre

ur=fr(un un'" ur-n xr’ wr+n‘ 'Yxn);

e da ultimo .

un f,,(u‘ , u,, . . , u,,_x , x”) .

Intanto ritenuto il simbolo 52-' per dinotare la derivata di u,

I

rispetto ad x, , nella ipotesi genuina e primitiva che u, sia fun

zione delle variabili x, , m, , . . , a;,, , per esprimere la stessa de

rivata mediante le u, , u, , . . , u,. , quando in seguito della trasfor

mazione hanno il significato or ora descritto, circonderemodi pa

rentisi i simboli analoghi al precedente, che occorre di impiegare

in tal caso; e quindi coerentemente a questa convenzione avremo

d I

da,

<a><a>a i+'-+<du,_.><a:>+czz
e se pongasi per concisione di scrittura

da:q 1"" ’ duq

duf' __

 

dudu,. ,

dx,du,

     

21%: '

sarà invece

 

 

);
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da,

dx,

 
:bn al. + bra “al+ ' ' + br,r-x ar-x.a + una '

Trasformando con questa formula gli elementi del determinan

te u,, , si ha con legge manifesta

a" bara" bnau ' ' I

am ba.aia + una banale + banana

"I: una baia“ + a“ baiau + banana + “a: ' '

au bela“ + a“ b,,au + b,,a,, + a,4 -

. . . . . . . . .

al" blzain + “un balain+ baaaan + al» ' '

ma questo determinante equivale evidentemente al prodotto

1 0 0 0‘ . 0 a,,0 0 0 . 0

I)" 1 0 0 . 0 am a" 0 0 . 0

b" b" 1 0 . 0 an au un 0 . 0 ;

bubn b“ 1 0 au a" a“ a“ . 0

b!!! bili bit! bfl4 ' 1 al" al" “I?! al“ ' “un

adunque, siccome ciascuno de' due fattorisi riduce al prodotto

degli elementi principali, si ha infine

ux_-_auanan . . . a”, ,

ossia ’

__ da, da, ‘ duI da,

"I- a) (a) (a) - - (da),

e quindi risulta che: Il determinante del sistema di n funzioni può

sempre essere riguardato come il prodotto diallretlante funzioni, le

quali si otterrebbero, prima trasformando le funzioni date secon-f

do la legge dichiarata, e poscia derivando ciascuna trasformata

rispetto alla variabile che per ipotesi non deve mancarvi.

4. Ciò premesso supponendo che al sia identicamente nullo,bi

sogna che sia tale qualcuno de’ fattori del prodotto nel quale si
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trasforma.Ma i primi n-1 fattori sono,in generale,diversi da zero

perché, per ipotesi ul contiene ml , u, contiene 1;, etc. , dunque

dev'essere identicamente nullo l'ultimo fattore ; il che

n

importa che nell’ultima funzione a, non debba trovarsi la varia

bile wn. Così, quando u, è nullo, una delle funzioni uI , u, , .. , u,,

si troverà espressa soltanto per mezzo delle altre funzioni, senza

che vi prenda parte alcuna variabile; e ciò in altri termini equi

vale a dire che le date funzioni non sono tra loro indipendenti.

Del rimanente potrebbe ancora accadere che, in seguito della

trasformazione, le due ultime funzioni u,_, ed un non contenes

sero l'una e l‘altra nè la variabile z,, , nè .z:,,_t; allora dev'essere

 
identicamente nullo anche il fattore (33“) ; e ne risulta che

' ‘n-1

in tal caso ciascuna delle ultime due funzioni u,,_, ed un si può

esprimere per mezzo delle rimanenti funzioni al , u, , . . , un_, ,

indipendentemente dalle variabili a:,,_, ed a:,,. Ma più general

mente è chiaro che, se in seguito della trasformazione si trevi che

1' qualunque delle n funzioni siano dipendenti soltanto da altre

funzioni,senza che vi figuri alcuna variabile, allora saranno iden

ticamente nulli r de‘fattori in cui si trasforma il determinante u,,

e tra le date funzioni dovranno sussistere r distinte relazioni.

Viceversa, se le date funzioni non sono tra loro indipendenti ,_

e si supponga per esempio, che un si possa esprimere per mezzo

delle ux , a, , . . u,,_I , indipendentemente da 00,, , in tal caso il

 
d . .

fattore (di?) sarà identicamente nullo, e con esso lo sarà pure

Il

il determinante funzionaleum , come erasi già dimostrato nel nu

mero 2. Quindi, riassumendo, possiamo eonchiudere che:

Se un determinante funzionale.è identicamente nullo. le funzio

ni, cui si rapporta, non' saranno tra loro indipendenti; E , vice

versa, se le funzioni non sono tra loro indipendenti, quel determi

nante è idmticamente nullo.

Dopo ciò è chiaro di per se stesso che, se le funzioni sono tra

loro indipendenti , il loro determinante non può esser nullo ; e

viceversa , se non è nullo questo determinante , le funzioni sa

ranno tra loro indipendenti.
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5. Supponendo che le u,, u,,.., u,, siano espresse per mezzo di m

quantità yx , y, , .., ym , funzioni delle indipendenti xx , x, ,.., m",

per definire il valore del determinante funzionale tra, osserveremo

che in questa ipotesi, derivando la funzione ur rispetto ad una va

riabile x,, dev’essere . '

dy, (In, dg,E + + (lur iii/l, _

dx, _ rIyx dm, a'yg dm, " tiym dx, ’

   

e si vede che e, può riguardarsi come il prodotto che si avrebbe

moltiplicando per orizzontali le due matrici simili (par. 1a n0 64)

     

   

  

du, du, du, du-l dyx dya dy, di,"

îfiE (h, ' di," dx, dx, d_x,' dx,

da, da, da, dan dy, dy, dy, dym

«e, E dy. ' îaî; ’ Eîlìvîdî' dx, ,

dun du,,, tlu,, , du,, dyx dy, dy3 dym

dy... î5{d_eîîfîn‘ dx,

ciascuna delle quali è costituita di n orizzontali ed m verticali; e

ne risulta quanto segue:

1. Se m<n si ha

u,=0 ,

vale a dire è identicamente nullo il determinante di n funzioni

di n variabili, espresse per mezzo di altre funzioni delle stesse

variabili, in numero minore di n.

II. Se m=n le due matrici sono quadrate; ed in tal caso il

determinante ux equivale al prodotto de’loro determinanti, il pri

mo de’quali può dinotarsi con a! , poichè è il determinante delle

u, , u‘,, etc. riguardate come funzioni delle y‘, y,, etc., e l’altro

può essere indicato con y, , poiché è il determinante delle y, , y.,

etc., che sono funzioni delle x, , w, , etc. Cosi quando m=n si ha

u%=%%.

III. Se m>n il determinante sarà equivalente alla somma

de'prodotti di tutti i determinanti della prima matrice pe‘rispet

27
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tivi determinanti omologhi dell’altra; il che può esprimersi scri

vendo

1%: E Uuyx ,

dove uy ed y,, sono i principali determinanti delle due matrici.

6. Se le n funzioni u,, u,, .., un, e le n variabili x,, x, , .., a:,,

siano legate da n equazioni

t?l=0 , qu,=0 , 9|=0 , . . , ?“=0 ;

pel principio delle funzioni implicite avremo in generale

d7,. da, do, d“. (1%. dtlfn _. do,

da, dr, du, dx, “ + da, dx, __ dx,

Intanto siano 9., e 9,, i determinanti delle 9, , y., .. , 9, secondo

chè queste si riguardano come funzioni delle u,, u,, etc., o

delle mx , w,, etc. ; sarà così

     

 

  

  

ig:__ del ._di dei da. di»

da, da, ' da,, de, dx, ' dx,

y“: 0 o 0 a , ?I: o a o a '

%fil ' di" de. ‘19. da».

da“ da, da, dar, id:v,, ° dx,

e quindi, osservando alla formola precedente, si vedrà che il va

lore del determinante funzionale a, è dato dalla relazione

?u“1: 71: ‘

7. In virtù delle equazionipòc'anzi considerate le 2,, w,,..,m,,

possono inversamente riguardarsi come funzioni delle indipen

denti u,, u, ,.., u,; ed in tal caso si ha

9.11 ma= (_1)”?u ;

e se si moltiplica questa formola per la precedente risulta

u_, 1.,= 1 .

Cosi, in generale: Essendo date più funzioni tra loro indipendenti

di altrettante variabili, questa reciprocamente sono funzioni tra loro
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indipendenti di quelle; ed i determinanti de'due sistemi di funzioni

sono tra loro inversi.

Volendo dimostrare direttamente questo teorema osserveremo

che, essendo per ipotesi

u|:rx(xp x. t"! x»)! ug=rg(xzî‘ra "39.xflil"" un:rn(xlîwlî"î xn)‘

se immaginiamo ricavati da queste equazioni i valori delle x,,

x, ,.., a:,,, e poscia sostituiti nelle equazioni medesime, queste

equazioni diverranno altrettante identità , dovendo rispettiva

mente ridursi ad u,=u,, u,=u,, etc. Segue da ciò che, se si

prenda la derivata di u, rispetto ad u, questa derivata sarà uguale

ad 1 o a zero, secondo che s è uguale ad r, e diverso da 1‘ , e

quindi si hanno le due formole

     

     

du, dr, du,. dr, da, da‘, __

dr, da, da‘, da, ' dx, da, _ ’

da, dx, da, dx, + + da, da)" _0

dm, da, dx, da, dw,, da, _ ’

le quali per semplicità possono mutarsi in

un zn‘ + un xar+ ' ' +“rnxflf:1 ’ (1)

un xx! + un ml: + ° ' +“rnwnF0 ' (2)

Queste formale dimostrano che, se si moltiplicano per orizzontali

i due determinanti

un "’11 un ‘ un» xxx ma: ma: ‘ x»:

un un una ' “on “’11 ma: xl! ‘ x!"

"a: un un un ' una ’ x“: w" xn x" ° mm ’

un: una una ‘ “un xflt xan "Dm ‘ xnn

nel determinante prodotto ogni elemento principale sarà uguale

ad 1, e tutti gli altri saranno nulli; e quindi lo stesso prodotto

è, come voleva dimostrarsi, uguale ad 1.
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8. Le due ultime formale conducono ad alcune relazioni di

molto interesse nelle applicazioni de'determinanti funzionali. Con

siderando ne‘determinanti u, ed m, i complementi algebrici degli

elementi 14,, ed x", li dinoteremo secondo le nostre solite con

venzioni con Un cd X" . Indi, siccome pel numero precedente

l’espressione

“TI xll+ufflmfll+"+uffl mfil’

è uguale a zero o ad 1 secondo che gl‘indici 1‘ ed s sono uguali o

disuguali , ponendovi successivamente 1:1, 2,.., s ,.., n, avremo

la serie di n equazioni identiche

“xl ‘Txl+ula mil+“+ulfl mnt=0 ’

“a: wrl+una wu+“+usn mnz=0 ’

un mll+ulflxll+"+ “In xns=l ’

unxwxl+unzxns+u+unn miti:0 9

le quali addizionate membro a membro,dopo averle ordinatamente

moltiplicato per u,,., u,,,.., u,,. ,.., a“, porgono la seguente

relazione

“a: 171‘ |:Us r ‘ 5_Nel modo stesso considerando il determinante ma si dimostrerebbe

wu, u'r ‘8le r ; ' (7)

ma e chiaro che questa relazione può subito ottenersi dalla pri

ma, scambiandosi u con a: , e conseguentemente U con X.

9. Noi_non abbiamo inteso di esporre tutte le proprietà che si

conoscono de’determinanti funzionali; ma abbiamo cercato di por

re in rilievo quelle che debbono riguardarsi come fondamentali.

Non vogliamo tuttavia omettere una importante osservazione, la

quale del resto sorge spontanea da quanto precede, ed è che a Il

» determinante funzionale è per rapporto al sistema di funzioni,
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» cui si riferisce, quello che la derivata è in rapporto alla fun

» zione primitiva. » E basta ciò solo a far presentire l'alta im

portanza de'detcrminanti funzionali. Quando il sistema si riduce

ad una sola funzione, il determinante del sistema si riduce per

lo appunto alla derivata di questa funzione.

10. Dobbiamo da ultimo far menzione di un raso particolare ,

che si presenta in questa teorica , e che merita la maggiore at

tenzione. Se le u, , u, , .., un , anziché essere funzioni qualunque

delle variabili x, , w,, . . , x,, , siano le derivate prime di una

stessa funzione ti di queste variabili, di modo che nel simbolo u,

bisogna intendere la derivata di n rispetto ad x,, allora il sim

bolo u,., , che indica , secondo le convenzioni, la derivata prima

di 14,. rispetto ad es, , nella ipotesi attuale esprimerà una derivata

secondo di u , vale a dire sarà

n di“ ‘

: __ 7

" ' dx, dx,

e quindi si ha evidentemente

un: un ’

Adunque nel caso, che consideriamo , il determinante delle fun

zioni u, , u, , . . , un é un determinante simmetrico , il quale è

formato con le derivate seconde della funzione u. Ora questo de

terminante, considerato per la prima volta dall’illustre Hesse, per

brevità di linguaggio fu detto dal medesimo determinante della

funzione u ; ma , chiamato in seguito da Sylvester col nome di

Hessiano della funzione, è sotto questa denominazione che attual

mente si trova indicato da' Geometri, e spesso dinotato col sim

bolo Hu. Cosi l’Hessiano di una funzione n di n variabili non é

altra cosa che il Jacobiano relativo alle n derivate prime della

funzione; ma quindi, oltre a possedere tutte le proprietà che con

vengono in generale ai determinanti funzionali, si comprende che

l‘Hessiano dev‘essere dotato di altre proprietà dipendenti dalla

natura particolare delle funzioni cui si rapporta nella qualità di

Jacobiano. E le più notevoli di queste proprietà saranno infatti

sviluppate ne‘ seguenti paragraf.
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g. vn.

-ALCUNE NOZIONI INTORNO ALLE SOSTITUZIONI LINEARI.

1. Se una funzione di n variabili x, , x, ,.., a:,, sia trasfor

mata in una funzione di altre n variabili y,, y,,.., y, , legate

alle prime per mezzo delle n equazioni lineari

xx:brxyl+biayfl+n+blflyn ’

xn:bnyx+buya+fl+banyn ’

W

xn : bm yx + bnayl+ ‘ ‘ + bnnyn ’

questo sistema che può rappresentarsi semplicemente con

xr: b1'x il: + b" Il: ’ '+brn yn 9

a patto che si diano ad 1‘ tutti i valori 1 , 2 , 3 ,.., n , chiamasi

in generale una sostituzione lineare; ed il suo determinante

ba: ba ' b!"

B: ba! bea ’ bzn ,

bfll b” ' bfll

che non dev'essere nullo se le x,,:v,,.., x, sono supposte tra loro

indipendenti (S. 1, n° 5), prende il nome di determinante della

sostituzione, e talvolta anche quello di modulo della sostituzione.

La sostituzione lineare dicesi unimodulare, quando il suo de-v

terminante è uguale all'unità.

Se nella trasformazione sia prescritta la condizione che la som

ma dei quadrati delle variabili primitive debba essere uguale alla

somma de'quadrati delle nuove variabili, allora la sostituzione suol

dirsi una sostituzione ortogonale. Così, se

fi+fi+u+fi=fi+fi+n+fl, @

la sostituzione (1) sarà una sostituzione ortogonale.
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2. Supposto che la funzione lineare

a,x,+ azx,+ . .+a,,x,,

sia trasformata mediante la sostituzione (1) in

Clyi+c.ll.+u+ Cui/n ’

è evidente che pel coefficiente di yr si ha

c,=a,b,,+a,b,,+ . . +a,,b,,,;

vale a dire « il coefficiente di y, nella trasformata è la somma

» dei prodotti de'successivi coellicienti della data funzione or

» dinatameute moltiplicati pe’ successivi elementi del determi

» nante della sostituzione.

Dopo ciò, se il sistema di n funzioni lineari

ur=:ama:x + a,,x,+. . + ama?“

(r::i, 2, 3..., n)

sia trasformato nel sistema delle n funzioni

uf=cflyi+ Cui/1+ ° ° + crnyu ’

(r=1,2,3,.., n)

se dinotiamo con A il determinante del dato sistema, e con G

quello del sistema trasformato, vale a dire se pongasi

al! a" ' al» I 611 cm ' CUI,

al: a” ‘ “un 621 ci: ' Cm

A; , C: !

a”! a“! ' a7". c"! chi ‘ ci".

segue dal principio dichiarato che gli elementi della r’"“ orizzon

tale di C sono i prodotti (par. 1a n0 60) della 1‘“ orizzontale di A

per le successive verticali di B , e ne risulta

C=AB .

Adunque: Quando un sistema di più funzioni lineari di altrettante
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variabili è trasformato mediante una sostituzione lineare, il deter

minante del sistema trasformato è uguale al prodotto del determi

nante del dato sistema pel determinante della sostituzione.

Se la sostituzione e unimodulare, il determinante del sistema

trasformato sarà uguale a quello del sistema primitivo.

3. Supponiamo ora che mediante la sostituzione (I) siatrasfor

mata una funzione qualunque u delle variabili .r, , m,,.., x,,, e

dinotiamo con Ha, l’Hessiano della funzione primitiva u, e con

Hin l' Hessiano della stessa funzione dopo la trasformazione. Ciò

posto essendo

che _.dlt__ da:_, d”u dm, d’u dx,

dyrdy._dyrdw. da. dyfdw. da. "+ dyrdw.. da. ’

 

in virtù della sostituzione si avrà invece

d°u __ d"u d°u b + d’u

dy.dy.fly.dw. “ dy.dw. " "+ dy.dw. fll’

e quindi risulta evidentemente

d’u d’u d’u

di ‘dx, dy,dx, ° dgx dx,

Ha : . . . . . . . B 2

d’u d’u d‘u

dy,, dx,dy,, dx, ' dy,, dx,

e se si dinota con D il determinante del secondo membro si avrà

Huy=DB . (3)

Inoltre essendo

da _ du dx, da dx, du dx,

   

___ __ _ ___
+ ..

+
..__

,
dyf . da. da dm. da, da» da,

ossia

du du da da

dyr _ Ebzr + dm. bar+ " + dx” bnr 9

si avrà

d’u _ d’u d’u d’u

bnr+"+dg, dx, _ dx, dar, ”' + dm, dx, da,I dx, b” " '
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In conseguenza di quest’ultima formola si ha

D= Hu,B ,

e se si moltiplica questa relazione per la (3) si otterrà

Huy= Ha, B“ ;

da che risulta la seguente proprietà de'detcrminanti Hessiani:

Se una funzione di più variabili sia trasformata mediante una

sostituzione lineare , l’ Hessiano della trasformata sarà uguale

all’Hessiano della primitiva, moltiplicato pel quadrato del determi

nante della sostituzione.

4. Tra i coefficienti di una sostituzione ortogonale si verifica:

rio alcune relazioni di molto interesse, fra le quali notiamo le

seguenti:

I. La sostituzione (1) è, come si è detto, ortogonale, se tra

le primitive e le nuove variabili sussista la relazione (2), la quale

adunque dev’essere identicamente verificata, quando in luogo di

m, , se, , . . , m, si pongano le stesse espressioni che si hanno nella

sostituzione. Quindi risulta che nello sviluppo del secondo mem

bro il coefficiente del quadrato y; dev’essere uguale ad 1, e nullo

quello del prodotto y, 31,; e da ciò poi segue che per tutti i valori

dir ed s da 1 fino ad n si avrà

bî,r ’+' b:.r + b:.r + ' ' +b:,r=1 !

4.

bi" bl" + b"" ba" + ' ' + bn,r bn.s=0 . ( )

Reciprocamente è chiaro che la sostituzione é ortogonale quante

volte siano verificate queste relazioni per tutt'i valori di r ed s da

1 ad n; e quindi è palese che il numero delle condizioni, cui deb

bono soddisfare gli n“ coefficienti della sostituzione (i), affinché

possa essere ortogonale, ascende ad _

n(n-i) _ n(n+l)

"+__2__ 2 '

 

Traducendo le formale precedenti siiha, che:

Nel determinante di una sostituzione ortogonale la somma de'qua

drati di tutti gli elementi di4qualunque verticale_è_uguale all'unità;

28
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ed è nulla la somma de’prodotti de'corrispondenti elementi di due

qualunque verticali. -

O, più brevemente (par. 1“, n.° 59) :

Nel determinante di una sostituzione ortogonale il quadrato di

qualunque verticale è uguale all’unità; ed è nullo il prodotto di due

qualunque verticali.

Il. Risulta immediatamente da questo teorema che, se si

eleva a quadrato il determinante di una sostituzione ortogonale,

ogni elemento principale del quadrato sarà uguale ad 1, e tutti

gli altri saranno nulli. Dunque:

Il quadrato del determinante di una sostituzione ortogonaleè

uguale all'unità;e perciò il valore di questo determinante è, in gene

rale, + 1, o - 1.

III. Se il complemento algebrico di un elemento qualunque b,.,

del determinante B s’indichi, com‘è nostro costume con B" , si

hanno le due relazioni per verticali (par. 1.a , n.° 46)

bis Bu+ bar Bel + ' ' +bns Bm=B ’

bxan+banu + ' ' +banm:0 '

Paragonando la seconda di queste relazioni con la seconda del

le (4) si vede che gli elementi b", b,,,.. , b,,, sono proporzio

nali ai loro complementi algebrici B,,, B,,.., B,H , e quindi sup

ponendo in generale

B,.,:Ìt l)“ ,si avrà

Bu:kbu , B,,:kli,,,.., B,,,-:kb,H .

Per questi valori la prima delle relazioni superiori diviene

(bî,+b2,+. . +b,î,)lr=B;

ma la quantitàlchiusa tra parentesi equivale ad 1; perciò ti:

sulla k : B , e conseguentemente la (5) si muta in

B,,=Bb,,. (6)

Questa relazione dimostra, che:
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Il prodotto del determinante di una sostituzione ortogonale per

qualunque de'suoi elementi equivale al complemento algebrico dello

stesso elemento. . '

IV. Considerando ora nel determinante B le relazioni per

orizzontali

bnan+an|s+' ' + ben Ban:B’

brrle+breBra+' ' + brnan=0 ’

in virtù dell'ultimo teorema potremo eliminarne i complementi

algebrici; e però sopprimendone in seguito il fattore B, si otten

gono le due relazioni

b:x+bîa+b:l+u+b:n=l’

brx bn+bre ben + ‘ ‘ + brnbm:o '

le quali dimostrano che la proprietà poc'anzi sviluppata per ver

ticali (I) a riguardo del determinante B sussiste ancora per oriz

zontali; e quindi il teorema allora enunciato dev’essere cosi com

pletato:

Nel determinante di una sostituzione ortogonale il quadrato di

una linea qualunque è uguale all‘unità; ed è nullo il prodotto di due

linee qualunque parallele.

Dopo ciò è manifesto che, se il determinante di una sostituzio-'

ne ortogonale si elevi a quadrato, sia che si operi per orizzontali,

sia che si operi per verticali, avverrà sempre che ogni elemento

principale del quadrato risulta uguale ad 1, e nulli tutti gli altri.

V. Se si dinotano con b,,, e B," due determinanti minori omo

loghi di grado m del primitivo B e del suo reciproco (par. 1“.

n° 84) si ha

B,,,=B'“" X compì. alg. di b,,, .

Ora, se ad ogni elemento Bpq compreso nel minore B,,, si sosti

tuisca l' espressione corrispondente BI)M (III), siccome quel mi

nore è di grado m , è chiaro che si otterrà

Brn:Bm hm :
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e quindi la formula precedente porgerà la seguente relazione

Bb,,,=eompl. alg. di b,,, ;

la quale si traduce nel teorema:

Il prodotto del determinante di una sostituzione ortogonale per

qualunque suo minore equivale al complemento algebrico dello stesso

minore.

Se il minore che si considera è principale, allora si ha sempli

cemente ' '

B b,,, : compl. di b,,, .

VI. Siano Pl , P2, P, , etc. i determinanti minori di B, i

quali si ottengono dal combinare ad m ad m le verticali (ovvero

orizzontali) di una sua matrice formata con m orizzontali qua

lunque (ovvero verticali) ; e siano Ql , Q, , Q, , etc. i rispettivi

complementi algebrici. In sill‘atta guisa per l’ ultima proprietà

avremo la serie di relazioni

BP1:Qx ’ BPQ=Qg ’ BPS=QS 9 etc.;

e se queste si moltiplicano ordinatamente per P,, P,, P, , etc.,

e quindi si faccia la somma de’prodotti, osservando che la somma

de’secondi membri equivale a B (par. 1’, no 53), otterremo

PÎ+PÎ+PÌ+ etc.=l;

vale a dire :

Nel determinante di una sostituzione ortogonale la somma dei

quadrati di tutti i minori appartenenti ad una matrice formata

con qualsivoglia numero di linee parallele è sempre uguale al

l’unilà.

VII. Se nel determinante B di una sostituzione ortogonale

si dia il segno contrario a ciascuno elemento di una stessa linea,

muterà con siffatto cangiamento il segno del determinante, ma

la sostituzione, che ne risulta, non cessa di essere ortogonale,

perchè rimangono inalterate le equazioni (4) che caratterizzano

sifl'atte sostituzioni. Cosi, mutando il sogno ad una linea qualun

que del determinante di una sostituzione ortogonale, o più gene



213

talmente ad un numero impari di linee, si ha sempre una sosti

tuzione ortogonale, ma il suo determinante sarà di segno contra

rio a quello del determinante della prima sostituzione; di modo

che, se questa prima sostituzione è di determinante +1, l‘altra

sarà di determinante -1; e reciprocamente.

VIII. Quando la data funzione è stata trasformata mediante

la sostituzione (1), se nella trasformata si sostituissero ad y, ,

y,,.., y,, i valori che si otterrebbero dalla risoluzione delle stesse

equazioni (1), si ritornerebbe evidentemente alla funzione primi

tiva. Ora, siccome si ha in generale

By,=B,, x, + B.,. x, + . . + B,,.a:,, ,

supponendo che la sostituzione sia ortogonale, avremo in virtù

della (6) ,

er:Bbir ’ Bar=Bbar ’ ' ' 1 Bnr=anr ’

e quindi la formola precedente si ridurrà ad

yr=bxrzx+barxa+u+bnrxn' (7)

Cosi, nella ipotesi di una sostituzione ortogonale, per ritornare

dalla trasformata alla primitiva basta prendere la nuova sostitu

zione in guisa che nella espressione di y, i coefficienti di m, ,

m, ,.., x,, siano ordinatamente uguali agli elementi della r'"“ ver

ticale del determinante B; di modo che le successive orizzontali

del determinante della nuova sostituzione saranno rispettivamen

te identiche alle successive verticali del determinante della so

stituzione primitiva.

Reciprocamcnte è chiaro, che la sostituzione (1) è necessaria

mente ortogonale, se l’espressione che ne risulta per y, coincida

col secondo membro della (7); vale a dire, se i coefficienti di x, ,

x, ,.. , a;,, siano gli elementi della r’"“ verticale del determinan

te B. Infatti,sostituendo nel detto secondo membro ad x, , x, ,..,

x,, i loro valori, pel coefficiente di y, si ha l‘espressione

bxr bll+ barbas+' ' +bnr bus;

ma siccome il risultamento deve ridursi ad yf, ne segue che
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questa espressione è uguale ad 1, se mr , ed è nulla in ogni al

tro caso; vale a dire si ottengono in siffatta guisa le equazioni (4),

le quali caratterizzano per lo appunto una sostituzione orto

gonale.

5. Affinché la sostituzione (1) possa essere ortogonale i suoi 11"

coefficienti dovranno, come già si è detto (n° prec. I), soddi

sfare ad condizioni; e da ciò risulta che del numero to
2

tale de‘coeflìcienti, n_m2_i sono arbitrarii, e gli altri ---n<n;_1) si

potranno determinare in funzione de’ primi; ed ancora potranno

tutti gli n“ coefficienti essere determinati in funzione di _n(n;1)

,

quantità arbitrarie. Questa interessante ricerca, già trattata da

Eulero per le sostituzioni ternarie e quaternarie (vale a dire re

lative a tre e quattro variabili), e niente agevole, se si mira ad

esprimere i coefficienti della sostituzione per mezzo di funzioni

razionali delle date quantità indeterminate, ha finalmente rice

vuto dall’ illustre Cayley la bellissima e generale risoluzione,

che brevemente passeremo ad esporre.

Consideriamo il determinante ad elementi indeterminati, e‘ di

grado n ,

a!!! una ' al!"

se supponiamo che questo determinante sia gobbo (par.l“, n°91),

e che gli elementi principali siano tutti uguali ad i, il che im

porta che debbano essere verificate le condizioni

 

a,,+ a,,=0 , arr=1, (8)

3110m gli n” elementi di A si riducono evidentemente a sole

"(n;1) quantità arbitrarie; ed è quindi in funzione di queste

quantità che ora andremo a determinare i coefficienti della sosti

tuzione (I), a condizione che la medesima risulti ortogonale. Si
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tratta adunque di trovare i valori degli elementi del determinan

te B per modo che soddisfino alle condizioni (4), esprimendoli in

funzione degli elementi del determinante A, che supponiamo sot

tomessi alle condizioni (8).

Ponendo in generale

wr=arxtx+afltl+u+arntfl’ (9)

yr=axrtz+aartn+°‘+anr ‘n ’ (10)

(r=1, 2, 3,.., n)

per la risoluzione di questi due sistemi lineari, usando la con

sueta notazione pe'complementi algebrici, abbiamo evidentemente

Atf=A.fy,+A.fya+--+Anfyn, (Il)

Atf=Afxyl+Aftyz+--+Amyfi - (12)

Addizionando ora le equazioni (9) e (10) si ha per le (8) ,

t _ xr+yr _

r_ 2 ’

ed in virtù di questo valore di t, dalla (11) e (12) si otterrà _

_ 2A,,. 2A,, 2A,,-B 2AM
yr_' B x;+ B xg+"+ B B x" 9

   

2A

yr+ -+ B'" il»:
 

2An 2Ara 2Afr_B

Ty‘+îy‘+"+ _B_"a;,.==

ma se pongasi per compendio

2A 2 --B-Î"=bf. , ifB-_=bn (13)

le due ultime formule diverranno

yf:bzrwi+bzrxz+“+bnrxn'mf=brx yl.,+ brzyz+‘ '+brnyn;

e quindi si riconosce (n° prec.Vlll) che la sostituzione (15) è ne
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cessariamente una sostituzione ortogonale. I coefficienti di questa

sostituzione essendo definiti dalla (13), si vede ch'essi restano de

terminati per mezzo degli elementi del determinante A,i quali ri

n(n-l)

2

Osserveremo attualmente che il determinante B della sostitu

zione ortogonale definita dalle formale (10) ha per valore l’ unità

positiva. Infatti abbiamo per queste formale

duconsi, come già si è avvertito, ad quantità arbitrarie.
 

A,,-g A,, A,, . A",

A

2 ” An; Alfl_.î A2: ' 21|

B=(-)
A A1; Ass Au_% ' Asn ;

A

Ani Arta Ah! ' Ann_ Î

ma, chiamando D il determinante a dritta, si avrà più semplice

mente " .

B: D . (16)

Intanto, se si moltiplicano per orizzontali i determinanti D ed A,

si trova che il prodotto della 1"“ orizzontale dell’uno per la s’""

. A A, . .
orizzontale del] altro sr riduce a - îa,,. , ovvero a + -2-a" ;

e pel prodotto delle loro r'"c orizzontali si trova A- -È-a,,.;

ma, essendo per ipotesi a,,.:l , potremo ridurre questo prodotto

ad % a". . Segue da ciò che la r'"“ orizzontale del determinante,

ch’è il prodotto de’ due determinanti D ed A, è costituita da

gli elementi

A A A . A

_2_afx ’ "gara 9 _2_ars"-,Îarn!

Il

e quindi un tal prodotto sarà equivalente a quello di pel

7|

determinante A; di modo che ne deriva D=(%) . Per questa
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espressione di D la (16) si riduce a B=+1 ; e cosi resta dimo

strato che la sostituzione ortogonale definita dalle formole (13)

é di determinante i.

Cangiando il segno ad una linea qualunque di questo deter

minante, o ad un numero impari di linee, si otterrebbe una

sostituzione ortogonale di determinante - 1 (n° 4, VII).

Se si tratta, per esempio, di una sostituzione binaria, sup

ponendo

  

1 a

A: Il -l- (Iil ,

-a 1

si trova

1-a2 2a

‘b,, b,, 1+a" 1+a‘l

[,21 ha: _ _20 1-a”

 

E? me

vale a dire le espressioni degli elementi del determinante a sini

stra, che rappresenta il determinante di una sostituzione binaria ,

ortogonale, sono rispettivamente uguali a quelle de’corrisponden

ti elementi del determinante a dritta. E così pure per una sosti

tuzione ternaria, supponendo

 

 

 

1 a b

A: -a 1 c =l+a’+'b‘+c',

-b-c 1

si avrebbe

1-_a"-b’i+c’2 a-bc b+ae

‘ __A__ 2T 2 A
bi! bll bi:

a+bc 1-a’-1-b’---cz c-ab

b = -2 2bi! 22 b]! A A A

bi! bll ha: B B I

2 _ò+ac 2 c_+ab 1+a _ -c

A A 4

Queste sostituzioni sono di determinante +1; ma nel modo già

dichiarato se ne potrebbero dedurre quelle di determinante -1.

29



g. vm.

ALCUNE PROPRIETA‘ DELLE FUNZIONI OMOGENEE.

l. Intorno alle funzioni omogenee di più variabili dobbiamo

rammentare due proprietà generalmente conosciute, e che sono

il fondamento di tutte le altre.

» I. Le derivate parziali di un’ordine qualunque delle fun

» zioni omogenee sono anch‘esse omogenee funzioni; e, se m sia

» il grado della primitiva, sarà m-l il grado di ogni derivata

» prima; m-2 quello di ogni derivata seconda; e cosi di se

» guito ». ‘

» II. Il prodotto della funzione pel suo grado equivale alla

» somma de’prodotti di ciascuna variabile per la prima derivata

» della funzione rispetto a questa variabile ».

Questa seconda proprietà è quella che costituisce il famoso teo

rema di Eulero sulle funzioni omogenee.

2. Dinotando u una funzione omogenea delle n variabili

:rl , x, , . . , xn, la sua derivata rispetto ad 9:, sarà, come già si è

.detto, figurata da ur; indi un esprimerà la derivata di u, rispetto

ad x,; similmente uH , esprimerebbe quella di un rispetto ad x,;

e così di seguito. Quindi risulta che le quantità rappresentate

da’simboli un , un, , etc. sono sempre le stesse qualunque sia

l’ordine degl’indici.

Posto ciò , se m è il grado della funzione u , pel teorema di

Eulero, avremo in primo luogo

mu.=u,.ar:,+u,,av,,+..+u,,a:,l . (i)

Indi, se si applica di nuovo il teorema di Eulero a ciascuna

delle u, , u,,.., un, che sono funzioni omogenee di grado m-l,c

si ottengono le identità

(m_ll) ul=uzx wx+u’zz xà+‘ ° +uxn xn ’

(m_‘1)ua=uerxx+unsxa+“+uanwn’ (2)

(m-l) u,=umxx+unx,+ . . +u,,,,x,, ,

le quali costituiscono un sistema di n equazioni lineari rispetto
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alle variabili x, , x, . . . , x,,. È chiaro intanto che il determinante

di questo sistema è l'Hessiano della funzione u, e da ora innanzi

lo dinoteremo col simbolo v , di modo che sarà

3. il sistema delle n+1 equazioni lineari costituito dalla (1)

e dalle (2) porge subito una relazione osservabile tra la funzione

primitiva u,e le sue prime e seconde derivate; relazione che si ha

nella risultante di quelle equazioni; quindi, siccome il primo

 
. . . ma . .

membro di (1) Si può scrivere (m-1) m 1 , se SI faccxa per

compendio

ma _u

m-1 _ ° ’

e si ponga

u ul u, . un

“I “Il "12 ' “in.

B: un un un . u,m ,

un u,u un, . u,m

sarà R:O la relazione alla quale abbiamo accennato. Intanto, se

dinotiamo con RD ciò che diviene il determinante R,quando vi si

annulla il primo elemento, vale a dire, se pongasi

0 u‘ u, . un

“x un un ' uxn

R0:: usa “’21 una ' uan v

un un: una ' un»

e chiaro che la relazione di cui si tratta prenderà la forma

izoo+RO:-_O .
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Se dinotiamo con U,, il complemento algebrico dell’ elemen

to un a riguardo del determinante 11 , avremo (par. 1‘, n° 96)

1‘o:""_ 2 , ui‘uk Us'ki

i|t

formale in cui ciascuno degl’ indici ie kprende tutti i valori

1, 2 ,.., n; ed allora la precedente relazione, restituendo ad no il

suo valore, diverrà

m
m_l un: 2 u;u,, Uik .

il:

4. Essendo il determinante R simmetrico e nullo, il suo re

ciproco, che chiameremo R’, sarà anch'esso simmetrico e nullo

(par. 1‘, n‘ 84 e 93). In conseguenza,se i complementi algebrici

degli elementi di B, che sono figurati da ur ed un , si dinotano

rispettivamente con V, e V,., , osservando che V0: v, avremo

 

a V, V, . V,,

VI VII ‘rxz ‘ vin

R]: va Vzr van ' van : 0 ;

v“ Vfll v’nn ' ‘yflfl

e però, mentre nel determinante R’ si ha in generale V,,=V,, ,

si avrà pure (id , n.° 103).

v:r:vrr V“ ’

e quindii successivi elementi di una linea qualunque saranno

proporzionali alle radici quadrate de‘suecessivi elementi princi

pali.

Ciò premesso osserviamo che le n+1 equazioni (l) e (2), po

nendo per simmetria '

_(m_l)=wo ’

divengono
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uoxv+u, x,+u, x,+..+u, x,,=0,

“lwo+ullwl+ulflmfl+"+ulflxl=o’

uI xo+u".z,+u,,x,+..+u,,x,=0,

. . - o a o a - n a n o

un mo + u,“.acx + un, 00, + . . + a,“ .z,,=0 ,

e ne risulta che le quantità x,,, x, , x, ,.., m, sono proporzionali

ai complementi algebrici degli elementi di qualunque orizzontale

del determinante R (S. I, n°7); o, ch’è lo stesso, sono proporzio

nali agli elementi di qualunque linea del determinante R’. In

conseguenza le dette quantità saranno ancora proporzionali alle

radici quadrate de’principali elementi di questo determinante; e

quindi si ha la proporzione

x,,:x,: x,:..: a:,,=Vv: VV,,: VV,, :..:Vî,m ,

= V,, : Vn :V,., :..: V,,, ,

1: :Val :V, :..: V,, .

Risulta da questa proporzione che, se è nullo il complemento

di un elemento qualunque del determinante B, sarà nullo nel

tempo istesse il complemento di ogni altro elemento; e siccome

tra essi è compreso il determinante v, ch’è l’Hessiano della fun

zione primitiva u , così ne segue in particolare che , se è nullo

l’Hessiano di questa funzione, sarà nullo il complemento di ogni

altro elemento del determinante B; e viceversa.

5. Dalla stessa proporzione si ricavano agevolmente le se

guenti osservabili relazioni :

V,= iii-v , V“:

la seconda delle quali, considerata nella ipotesi particolare di

r=s=:n , ch’è il caso di frequenti applicazioni, si riduce a

 

0 al ' use-x un un "13 ' “m

“x “I! ' “zar-z a. x un “In un: ‘ “un

__ ’r a

un un - uzm_, _(m_1)2 un un un ° un: ‘

ufl-l “VI-1.1 ' un-j,fl.-x un] un. ti," '. tt'm

\
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6. Siccome il determinante c è un determinante simmetrico, e

ciascuno de’ suoi elementi ur| è (n° 1) una funzione omogenea di

grado m-2, ne segue che il suo reciproco è anch’esso un deter

minante simmetrico; ed ogni suo elemento U,, sarà una funzione

omogenea di grado (n-1) (ne-2).

Supponendo che il determinante o sia identicamente nullo, il

suo reciproco lo è del pari; ed in tal caso gli elementi di qualun

que linea di questo reciproco saranno proporzionali agli elementi

di ogni altra linea; da che deriva immediatamente il seguente

teorema:

Se l’Hessiano di una funzione omogenea di più variabili si an

nulla identicamente;e se inoltre è nullo identicamente il complemento

di un elemento qualunque, allora il compimento di ogni altro ele

mento sarà pure identicamente nulla; o in breve, tutti gli elementi

del reciproco saranno identicamente nulli.

7. Ma l'annullamento identico dell’Hessiano di una funzione o

mogenea conduce ad una proprietà più riposta e di grande im

portanza, la quale consiste in ciò che allora le derivate prime

della funzione sono legate tra di loro da una relazione omogenea

lineare; e noi crediamo di far cosa utile e grata ai lettori ripro

ducendo una nuova dimostrazione che l‘illustre Autore ne ha dato

nel 1859, (‘) permettendoci qualche leggiera modifica che vale a

renderla alquanto più concisa.

E dapprima si osservi che, essendo v=0 , per valori uguali o

disugd'àli di r ed 5, da 1 fino ad n , si ha sempre ‘

Ulrurr+Ulaur-a+"+Ulnu’rn=o '

Supponiamo che per un qualche valore di s le n quantità U",

U,, ,.., U,,, possano avere un fattor comune di grado p. in rapporto

alle variabili (fattore che sarebbe 1, ove non esistesse); e che per

(') Questa proposizione e quelle che formano il soggetto del seguente nu

mero 8 sono tutte dovute ad I-Iesse, dal quale furono pubblicate fin dal 1851

(Crelle, T. XLII, pag. 119). Tuttavia la dimostrazione di quella, di cui trattasi

attualmente, e dalla quale dipendono le altre, non era gran fatto soddisfacente;

ed è però che l’Autore vi ritorna di nuovo nel 1859 (Crelle, T. LVI. pag. 263)

per dimostrarla di una maniera più rigorosa.
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la soppressione di un tal fattore 1' equazione precedente sia ri

dotta a I

ciurz+caura+"+cnurn=o’

dove cl , e, , . . , c,, dinotano funzioni omogenee tutte di grado

(ii-1) (m-2)-P , le quali non ammettono alcun altro fattor co

mune ; e che sarebbero tutte costanti, ove il fosse una tra esse.

Inoltre, ammettendo che non sia nullo il complemento di alcu

ne elemento del determinante v , ch’è il caso cui si rapporta il

teorema precedente, le quantità e, , c, ,.., 0,, saranno tutte neces

sariamente diverse da zero.

Posto ciò, se le n equazioni, che risultano dalla (5) con dare

ad 1' i successivi valori 1, 2,.., n , si moltiplicano ordinatamente

per a:,, x,,.., x,, è chiaro che la somma de'prodotti, in virtù del'

teorema di Eulero, si riduce a

c,u,+c,u,+..+c,,u,,=0 . (6)

E se questa equazione identica si derivi rispetto ad w, , dinotata

con e,,, la derivata di e; rispetto ad x,, , in virtù della (5) e della

relazione u,,=u,, , risulterà

cxr ux+czrua+ " +cnr un=0’ (7)

Sussistendo questa equazione per tutti i valori di 1‘ da 1 ad 11 ,

avremo identicamente

C

6

11691 ‘ cfll

incita ‘

clficl" ' cnn

e quindi, per tutti i valori di p e q da 1 ad 11 , sarà

Cq,cp,+Cq,c,,+--+ancpn=0. (8)

Derivando ora 1’ equazione identica (5) rispetto ad 00,, , se si

ponga per compendio

czurzp+caurap+“+cnurnp:_trp’ (9)

-t_r
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(dove è da osservare che t,,,=t,,, (n° 2)) , otterremo

cipurl+capurn+n+cnpurn=trp; (lo)

e se in questa formola si diano a p i successivi valori 1, 2,.., n,

e quindi le equazioni che ne risultano si moltiplichino rispetti

vamente per (1,11 , Ca, ,.., Cq, , è chiaro che, in virtù della (8), si

annulla identicamente la somma de’ primi membri , e ne risulta

qu tr: +an ‘ra+"+cqn trn-‘_-o '

Osserviamo attualmente che questa equazione, al pari della (8),

sussiste per tutti i valori di q da 1 ad n. Segue da ciò che le

quantità tn , t,,,.., t,,, sono proporzionali alle op, , c,,,, . . , cp,, ;

e però è lecito di supporre

(11)trx:kcpx v trn=-kcpa ’ ° ' ’ trn"'_'_kcpn 9

dove il fattore k è necessariamente diverso da zero se tutte non

siano nulle le quantità t,.x , t,, ,.., tm . Ed ammesso per ora che

non abbia luogo che questo caso, se le (10) si moltiplichino ri

spettivamente per x, , x, ,.., x, , e quindi si faccia la somma dei

prodotti, tenendo presente che 0,, dinota una funzione omogenea

di grado (n-1) (m-2)_p , in virtù del teorema di Eulero risul

terà

((n-l)(m-2)-fz) k.e,,=t, , x, + t, , x, + . . +t,,, x,, .

Sostituendo ora a t,.Il , t,., ,.., t,,, i valori, che si hanno dalla (9) .

si vedrà ch’ è nullo il polinomio a dritta , il quale in virtù dello

stesso teorema di Eulero si riduce al primo membro della (5)

moltiplicato per -(m-2); e quindi sarà anche nullo il pro

dotto (

fattori k e 0,, è diverso da zero ; dunque dev’ esser nullo il

primo de’ tre fattori; il che vuol dire, che le quantità e, , c,,.., c,,

sono funzioni di grado zero ; e perciò costanti.

(n-1) (m-2)-p) k. c,,; ma per ipotesi ciascuno dei due
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Se poi siano nulle tutte le quantità t" , l,_ , . . , t,,, , in virtù

della (10) dovrà sussistere l’equazione

c,,, u,,+c,pitrz+..+cnp u,,,:0

per tutt’i valori di 1' da 1 ad n; e quindi, sussistcndo la (5) pei

medesimi valori di 1‘, ne deriva che le c,,,, c,,,,.., c,,,, sono pro

porzionali alle cx , c, ,.., c,,; e perciò sarà lecito di supporre

  

c,,,=hcx , c,p:hcz,.., c,,p=hlf,, , (12)

ossia )

-adc_‘ :hci , 30’ = hc, , . . , dc" =hc,, (13)

xp ma? da:p

dinotando h una funzione delle variabili, che resta a determina

re. Integrando le ultime equazioni , se si faccia per compendio

{flde= z ,

avremo

0,:e’ Cx , c,=e’ CI , . .', c,,=e' C,, ,

dove le costanti della integrazione Cx , C,,.., C,, sono, in gene

rale, funzioni indipendenti da 22,, . Queste relazioni proverebbe

re che le funzioni 0,, c,,.., e, hanno il fattor comune e"; ma

essendo invece prime tra loro, dev'essere h=0 . E da ciò deriva,

osservando alle (13) , che sono nulle le derivate delle funzio

ni c,, c,,.., 0,, rispetto alla variabile xp; ma quindi sono nulle

le loro derivate rispetto a qualunque variabile, e perciò que

ste funzioni sono costanti. Esistendo adunque tra siffatto costan

ti e le uI , u,,.., un la relazione (6), si ottiene la proposizione

che trattavasi di dimostrare, cioè:

Se 1' Hessiano di una funzione omogenea di più variabili si an

nulla identicamente , le derivate prime di questa funzione saranno

legate per mezzo di una determinata relazione lineare.

8. Quando tra le derivate prime della funzione a esiste una

30
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qualunque relazione, l‘Hessiano e di questa funzione deve identi

camente annullarsi (8. VI, no 4), poiché è desso il Jacobiano del

sistema delle dette prime derivate ; e però, in particolare, dovrà

verificarsi questo identico annullamento dell‘Hessiano anche quan

do le derivate siano legate da una relazione lineare della forma

r,u,+caufl+ -- +c,,n,,=0 ,

dove e, , c,,.., c,, sono quantità costanti.6upponiamo intanto

che la funzione u sia trasformata mediante la sostituzione lineare

-®.=m !/.+b.,yi+l-+bmym

w2:rflyl+b22!lfl+"+b2flyll ’

-n.=e.u. + bmy.+-- +b,my,..

in cui i coefficienti di una delle nuove variabili , come y, , sono

le costanti della data relazione. Ora subito si riconosce che la

trasformata è indipendente da y,. In fatti essendo

_fl__fl_lît+îu_.dx'+ fida)"

da, _ de, da, de. da, '+ de. de. ’

 

. . . da . '. .

Siccome SI ha in generale -dw = u, , ed è inoltre, in vrrtù della

I‘

. . da: . . . .

sostituzione, d_' =0,. , cosr l'ultima formola s1 muta in

I

%:=c,u,+ c,u,+ . .+c,,u,,;

ma il secondo membro è nullo per ipotesi, dunque lo sarà anche

il primo; e ne segue , come si è detto , che la trasformata di u è

indipendente dalla variabile y,. Dopo ciò, essendo stato dimo

strato nel numero precedente che, se l‘ Hessiano di u si annulla

identicamente, le derivate prime sono legate da una determinata

relazione lineare, risulta evidente il seguente teorema :

Se una funzione omogenea di n variabili possa, mediante una

sostituzione lineare , essere trasformata in una funzione di n-1

variabili , il suo Hessiano sarà identicamente nullo.
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Reciproeamente: Una funzione di n variabili, di cui l’Hessiano

si annulla identicamente, può , mediante una determinata sostitu

zione lineare,essere trasformata in una funzione di n-1 variabili.

9. Ecco altre relazioni che menano ad osservabili conseguenze.

Risolvendo le equazioni (2) rispetto ad a:, abbiamo

vz,=(nz-1) (U,,. u, + U,,- N.+ ' ' + U"un) 2 (“l

e se questa identità si derivi una volta rispetto ad m, ed una

volta rispetto ad 22,, tenendo presente che

eruir+Uarun-+ "+Unrunr=v i

erun +Uaruae +' '+Unrunl=0 ’

si otterranno le due relazioni

  

  

d».x.=<m-1>(Égw.+. -+ d‘iflfu.) +<m-2> ». (w)

1' T

dU

v,a:,. =(m-l)( dx"ul+ .. + ‘22" un) . (16)

I I

E derivando l’ultima di queste identità rispetto ad 41:, , troveremo

_ _ d’U" d'U...
v,,x_(m (mul+p.-+mun

_(m_l) “al; + ° ' + User un“) 1

poiché si ha

dU,,,

dx.

  
dU
dx?u,,+--+ “M:_ (Un un 1 |+UÀ rum t a+‘ '+Un fu» l I) ’

come segue dalla identità

er uzl+Uar “al + ' ° + Unr unt:0 ’

derivata rispetto ad 1),. Osservando ora alla relazione (1) cadrà

sott’occhio che , se si abbia uI = a, = -- = a, = 0, sarà pure
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u=0; ma inoltre vedesi dalla (14) che si ha nel tempo stesso v=0;

e quindi le (15) e (16) dimostrano che ne risulta a, = v,=..

= un =0. In conseguenza:

Data una funzione omogenea di più variabili, qualunque sistema

di valori di queste variabili capace di annullare tutte le derivate

prime della funzione, annullerà ad un tempo la stessa funzione, ed

il suo Ilessiano con tutte le derivate prime dell'Hessiano. E conse

guentemente annulle-rà pure l'Hessiano dell'Hessiano.

10. Supponendo che u,, u,,.., u,,, anziché essere le prime

derivate di una stessa funzione u , siano funzioni omogenee qua

lunque di gradi ml , ni,,.., m,,, e che o indichi il loro Jacobiano,

in tal caso pel teorema di Eulero si avrà il sistema lineare

'inr-itfrz'una:l +u,,x,+. . +u,.,. tv,, ,

(r=1 , 2 ,.., n) ,

che, risoluto rispetto ad m, , dà l'equazione identica

cx,=m,U,,.u,+ m,U,,u, + . . + m,U,,,u,, , (18)

la quale, se le funzioni sono dello stesso grado m , si riduce a

cx,.=m (U,,u;i-U,,u, + . . +U,,,u,,) . (19)

Se questa ultima identità si derivi una volta rispetto ad te, ed una

volta rispetto ad x, , è chiaro che i risultamenti sono , in quanto

a forma, ciò che divengono rispettivamente (15) e (16) mutan

dovi m-1 in m; e quindi tenendo ancora presenti le equazio

ni (18) e (19), ne dedurremo il seguente teorema:

Se più funzioni omogenee di altrettante variabili sono annullate

da un comune sistema di valori di queste variabili, un tal sistema

annullerà pure il loro Jacobiano. E sedi più le funzioni sono di

uno stesso grado , quel sistema annullerà benanche la derivata del

Jacobiano rispetto a qualunque delle variabili.



g. IX.

ALCUNE TRASFORMAZIONI E PROPRIETÀ DELLE FORME;

ED IN PARTICOLARE DELLE BINARIE E DELLE QUADRATICHE.

1. Le funzioni omogenee razionali ed intere di qualsivoglia

numero di variabili per brevità di linguaggio sogliono chiamarsi

attualmente col nome di forme (‘) ; le quali poi diconsi binarie,

ternarie,quaternarie, etc. secondoché contengono o due variabili,

otre, o quattro, etc.; ed in quanto al grado una forma è lineare,

se del 1° grado; quadratica, se del 2°; cubica, se del 3°; biqua

dratica, se del 4°; quintica, se del 5°, etc. Cosi delle tre funzioni

am“ + bxy + cx“ ,

aw’ + bar'y+ cxy’ + dy' ,

ax'+by’+cz’+dxy+ezvz+dyz ,

la prima e la terza sono due forme quadratiche, l’una binaria,

l’altra ternaria; e la seconda è una forma cubica binaria.

2. In generale è chiaro che i termini di una forma completa di

grado m, relativa ad n variabili w, , m,,.., x,,, fatta astrazione

da’ coefficienti, sono tutti i termini che risultano dallo sviluppo

del polinomio (x,+x, + H +x,,)"' ; laonde per aver la forma

basterebbe effettuare lo sviluppo, senza tener conto de’coefficienti

numerici polinomiali , dando invece ad ogni termine un coeffi

ciente indeterminato. Ma tuttavolta si trova sovente opportuno

di ritenere anche i coefficienti numerici ; e questo sistema suole

specialmente adottarsi per le forme binarie di qualunque grado,

e per le forme quadratiche. Laonde , dinotata con n una forma

(') Nome introdotto da Gauss per indicare funzioni omogenee , non solo

razionali ed intere, ma che di più avessero numeri interi per coefficienti. Tut

tavolta il significato di questa parola è ora alquanto più esteso, essendo con

venuto di aversi riguardo all’ultima condizione solo nelle ricerche aritmetiche

relative alle forme. 4
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binaria di grado m, relativa alle variabili x, y, si avrebbe

m(m-1 , ,,i . 2 ) “m_ 3’ +°-+mam_,wym"+amym; u:aox"'+ma,xm“’y+

e, se pongasi per compendio

m(m-I)(m-2). . (M-T+ 1)
1><2><3><0-><r =(m)"

 

o

notazione da cui deriva (m)a=1,potrà scriversi più concisamente

u= no x’" + (m)x a, a:""'y + (m), 02 x’""y‘ + . . + a,,,y"', (I)

od ancora

u=2 (m), or 00”" y" :

con che s' intende la somma di tutti i termini, che si ottengono

dal tipo (m),a,x“y', dando ad r tutti i valori 0, 1, 2,.., m.

3. Se u dinoti una forma quadratica ad n variabili x,, w,,.., x,,,

e sia a,., il coefficiente di x,x, , si avrà

u: 2 ,ar| 'zr x: ’

rs -

a condizione che ciascuno degl’indici r ed 3 prenda tutti i valori

1, 2,.., n, ed inoltre che sia a,,= a": allora i termini che con

tengono i quadrati delle variabili saranno quelli che risultano da

valori uguali degl’indici 1’ ed 5; mentre per ogni sistema di va

lori disuguali di questi indici, si ottengono due termini a,,a:, x, ,

a" x, x,, i quali si contraggono in un sol termine 2a,., .z:,. x, .

Del resto è chiaro che possiamo anche scrivere

u=2 a,, x; + 2 2a" e, a:,, (2)

T T8

ma in questa espressione, mentre la prima somma va estesa a

tutti i valori di 1‘ da 1 ad n, nella seconda i sistemi di valori di 1‘

ed s saranno le sole combinazioni binarie de' numeri 1 , 2,.., n.
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4. Una forma binaria di grado dispari può, in generale, essere

trasformata in una somma di potenze dello stesso grado di deter

minate funzioni lineari delle due variabili; vale a dire, supposto

m=2n_1 , la forma (1) può essere cangiata in

A, (z+«,y)""+A, (a: + «2 y)"‘"‘+ - - +A,, (a: + «1,, y)'”“, (3)

dove A, , A, ,.., A, ed a, , a,,.., a,, sono costanti pienamente de

terminate. In fatti il numero di queste costanti e precisamente

uguale al numero de'coetlicienti della forma data, a0 , a, , a,,..,

a,,,_x ; e.quindi , paragonando le due forme , si comprende che

quelle possono, in generale, essere determinate per mezzo di

queste. La novella forma è conosciuta attualmente col nome di

forma canonica della forma binaria di grado dispari, nome intro

dotto dall'illustre Sylvester, al quale è dovuta la idea e la teoria

di queste importanti trasformazioni.

Eguagliando i coefficienti delle stesse potenze di a: nella forma

primitiva e nella forma canonica, si ottengono subito le seguenti

2n equazioni

a, =A, +A, +..+A,, ,

aI :A,a, +A,a, +..+Anu, ,

a, 21‘, a: +A,a: + . . + Ama: ,

a,,,_,=A, aî""' + À,a:n"' + . - + A, a:“" , /

per mezzo delle quali si determinano facilmente i valori delle 2n

, incognite costanti. In fatto , se in questo sistema si considerano

n + 1 qualunque siano successive equazioni, per esempio quelle

che hanno per primi membri a,, ,.+, , a,+,,.., a,.+,,, potremo

eliminarne le A,, A,,.., A, (S. , n“ 6); e però sopprimendo

dalla risultante il fattore (a, a, . . a,,)' , otterremo l‘equazione

a, 1 1 . 1

ar+x “x “a ' “n

“ a: =0 ,
E

una a: a: '

n n n
ara-n“: “a'°‘n

la quale sussiste per r=0 , 1 , 2 ,.., n- 1; e che, chiamando
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P0, Pl , P,,.., P,, i complementi algebrici degli elementi della

prima verticale del determinante, si trasforma in

Po ar + P: ar+x + ' ‘ + Pn-z ar+n-x + P” ar+n=0 ’

Posto ciò , se dinotiamo con f (z) ciò che diviene lo stesso deter

minante mutandovi gli elementi della prima verticale nelle sue

cessive potenze 1 , z , z’,.., z" , avremo ancora

f(z)=Po+P,z+P,z“+u-i-Pnz";

e le «1,, a,,.. e, saranno le n radici (pag.187, nota) dell‘equazio

ne f (z) =0. Inoltre supponendo

r (2’) = (Z_ax) (Z-2.) (z_as) - - (z-an)

=k,, +k,,_,z + k,,_,z,+ . . +k,z"" + z“ ,

siccome il, , a,,,.., a, sono ancora radici dell’ equazione

a(z):k,, + k,,_lz +k,,_,z“ + . . + k,z"" +z"=0 , (7)

risulta che le funzioni f (z) e 9 (z) non possono dilferire che per

un fattore indipendente da z , e perciò si avranno le relazioni

P0=Pnkn ’ Px:Pnkn-z ’ Pa=Pnkn-a "H Pn-I=Pflkl ’

per le quali la (6) si muta in

k,,a,.+k _,a,+,+ . .+k,ar+fl_l+ar+n:0 ,

Questa formola, dando ad 1‘ fvalori successivi 1 , 2,.., n, porge

il sistema di identità

lt,,ao +lt,,_,t1,+..+li,a,,_1 +a,, =0,

k,,al +k_,a,+..+k,a,, +a,m=0,,

kn an-x+kn-xan+ ' ' +kxaan-l+azn-x=0 ’

ed in fine , eliminando tra queste n equazioni e la (7) le quan
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tità le k,,, lc,,_l ,.., kli si ottiene l’ equazione di grado n

1 z z' "

a0 al a, . a,,

a: un a: an+x _ 0 ’

afl-x an an+r - ami-r

le cui radici sono i valori delle costanti a, , a, ,.., a,,. Determi

natì questi valori, quelli delle altre costanti Ax , A,,.., A,, po

tranno ottenersi dalle prime n equazioni del sistema (4).

Se l’ultima equazione avesse radici uguali la trasformazione

sarebbe impossibile, come subito si rileva dalla (5) ; poiché in tal

caso il suo primo membro è identicamente nullo. E da ciò deriva

che la trasformazione in discorso esige per condizione essenziale

che siano disuguali le radici dell' equazione in z.

È evidente che per la forma canonica, di cui ci siamo occupati,

potrebbe ancora adottarsi il tipo

(e. x + 5.31)‘""+ («fi+fi..tl)““+ -' + (a. w+fi.. y)’"" ’

perché il numero delle costanti e sempre uguale a quello de'coef

ficienti della forma data.

5. Proponendosi la medesima trasformazione per una forma

binaria di grado pari, che ha un numero impari di coefficienti,

questo numero non può essere uguale a quello dei coefficienti inde

terminati, che si richiederebbero per la forma canonica, il quale

è sempre pari; e da ciò facilmente si conchiude che, in generale,

le forme binarie di grado pari possono in modi infiniti essere ri

dotte a forme canonichc.Del rimanente il sig. Cayley bada ulti

mo meglio fissato la nozione delle forme canoniche delle forme

binarie di grado pari (Creile, 1857 tam. LIV, pag. 48) , nozioni

che si vanno estendendo alle forme ternarie, quaternarie, etc; ma

qui non possiamo che arrestarci a questo cenno , trattandosi di

ricerche che si collegano a teoriche di altra natura.

6. È importante ad osservare che le funzioni non omogenee di

due o più variabili, e specialmente le algebriche razionali ed in

tere, possono sempre cangiarsi in omogenee, introducendo ne'di

31
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versi termini le convenienti potenze di una nuova variabile; il

che permette di applicar loro le proprietà delle funzioni omoge

nee , salvo a ridurre i risultamenti con porre, a calcoli finiti , la

nuova variabile uguale ad 1. Così invece della funzione

fil

aozf"+alx ‘+--+am ,

0 dell‘ altra

III-l[(x) = un xm+ “xx + ("1). a, Zm_ì + .. +am '

si può considerare la forma (1), la quale diviene identica ad [(22) .

per y=1; di modo che, se quella forma si dinoti con 9 (x , y) ,

si ha e(x, 1)=f(w).

7. Data una funzione omogenea di più variabili , se si ugua

gliano a zero tutte le sue derivate parziali del 1° ordine, e dalle

equazioni cosi formate si eliminino le variabili, la funzione dei

coefficienti, che si ottiene in tale guisa , è ciò che Sylvester ha

chiamato discriminante della funzione omogenea. Il discriminante

adunque della forma binaria 9 (x, y), poc' anzi considerata, sarà

il primo membro della risultante delle due equazioni

dv(m'

da:

É'l.<"€t = 0y)__

.....__0 dy

(3) 
7 I

Ciò premesso, essendo pel teorema di Eulero

. __ d?(xvy) d?(xiy)

ni9lx,y)__ìx_x+ dy y,

se in questa formola si ponga y=1, siccome in tal caso il fattore

variabile del 1° membro equivale ad f(x) , ed il coefficiente di a:

nel 2° si riduce ad f’(x) , chiamando t(w) ciò che diviene il coef

ficiente di y per y=l, ne dedurremo ‘

i» (w)=mf(x) -f’(x)

Ora è chiaro che , tanto è eliminare le due variabili m ed y dalle

due equazioni (8) , quanto è eliminare la sola se tra le due equa

zioni f(x)=0, e t(x)=0 ; ma d’altra parte bisogna osservare che

tanto è eliminare la a: tra queste due equazioni, quanto è elimi
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narla tra le due f(a:)=0 ed f(x)=0 ; e da ciò risulta che il di

scriminante della forma binaria y(x,y) non può differire che per

un fattore numerico dal determinante dell' equazione f(:e)=0

(pag. 179, n“ 2), 0 dell' ultimo termine dell'equazione ai quadrati

delle differenze delle sue radici (pag. 183).

8. Supponendo ora che il dinoti una forma quadratica ad n va

riabili x, , w,,.., x, , se si prenda la sua derivata rispetto ad x,,

si avrà in virtù della (2) ,

da

dx, _= il,=22 a,, (I), ,

I

l’indice e dovendo prendere tutti i valori 1, 2,.., n; talehè sarà

1
ÎuT:aflxl+afflxl+"+amxfl’

 

Questa formola, facendovi r=1, 2,.., n, porge il sistema lineare

un:afl xl+allxì+“+alflxfi ’
14-"

nel» “e : ani. ml + aaa x. + ' ' + “un mi ’

i

2 “u=anxmx+annxa+ ' '+amxn ’

ed è chiaro che il suo determinante è il discriminante della for

ma u; di modo che chiamando A questo discriminante si avrà

a

A: ai!

a

a

U n ‘ a".

22 ' ai“

a'nl a»: ‘ ah"

Derivando ora l’equazione identica (9) rispetto ad es, risulta

1

Î“rs=ars ; (11)

quindi, chiamando v l’Hessiano di u, si ha evidentemente v=2"'A;
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e ne segue (S. VII, n° 3) che: se una forma quadratica sia trasfor

mata mediante una sostituzione lineare, il discriminante della tras

formata sarà uguale al discriminante della primitiva moltiplicato

pel quadrato del determinante della sostituzione.

9. Siccome la forma u è una funzione omogenea di 2° grado,

pel teorema di Eulero sarà

‘2u=u,.rl + u,x, + . . +u,, m,, , (12)

e quindi, in virtù delle (10), la a si può esprimere come segue

u=(all xl+alixì+ ' ° +aln)xl

+ (ai! Il + agì xi + ' ‘ + al") mi+ (“fil ml + alfl ml + ' ' + al") x“

10. Ma la forma u può ancora rappresentarsi con un determi

nante di grado n+1. Sia A“ il complemento algebrico di a"

a riguardo del determinante A, ed A’ il reciproco di A; sarà

A" A" - A.»

A]: Aax Ami ' Ann

Am Ano ' Ama

Ciò premesso è facile di vedere che si ha identicamente

0 z, x, . x,

1 mi A" Ara ' Aut

"=_ A"”‘ ma A" A2: ' A2»

m" A1ll Afll ' Aflfl

In fatti sia a" il complemento algebrico dell'elemento A" a ri

guardo del determinante A' ; sarà (pag. 71) a,,=A"" a"; e

quindi la formola precedente si traduce (pag. 76) in

1
u=Xn-LTI E,“rtxrx.l: E,“flexl

r: r|

11. Se nel determinante, che figura nell'ultima_espréssione della
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forma u, si cambiano gli elementi A,., negli elementi primitivi a",

e le variabili x, , x, ,.., x, in altre variabili y, , y, ,.., y,, , si ha

un’altra forma quadratica

0 u. 11. -y..

311 al! alla ' al"

v: ya da: una ' “un =_2Arr Uri/.',

fa

già ah! ah] ‘ afifl

la quale dicesi forma aggiunta, e talvolta forma reciproca della

forma a.

Supposto che le nuove variabili yx , y, ,.., y,, siano legate alle

variabili primitive x, , x, ,.., w, per mezzo delle relazioni

1 I 1

yx=Îu’r ’ ya=Îua"°’ yn=îun ’

in tal caso la forma aggiunta si può immediatamente esprimere

per mezzo della primitiva. In fatti, se dalla prima verticale del

determinante superiore si tolgono tutte le altre, ordinatamente

moltiplicate, a cominciare dalla seconda, pera:x , a2, ,.., w, , te

nendo presenti le (10) e la (12) , si vedrà che si annullano tutti

gli elementi di quella verticale, eccetto il primo, che si muta

in -u; e quindi si ha evidentemente

V=-Au.

12. Immaginando che la forma quadratica u sia trasformata

per mezzo della sostituzione lineare

m,=b,,y,+bny.+--+bfn y.“ (14)

sia

11:2 cra yr y: ’ (crr=csr):

r:

Intanto la composizione de’ coefficienti c,, si può mettere più fa

cilmente in evidenza operando la trasformazione sulla (13); e però,
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cominciando dal trasformare il sistema delle funzioni lineari chiu

se tra parentisi, supporremo

u: (kxxyr+"+kxn (bxxyr+"+bxnyn)

+(k.,y,+--+k..y»)(b.,y.+--+b.tyn)

+ (k.,y. +--+k...yt) (b... y.+- -+ buia),

dove si ha in generale

k,,=a,, b,q+a,,b,q+..+ap, b,,,. (15)

Posto ciò , cercando nello sviluppo di u il coefficiente di y,.y, ,

coefficiente già dinotato con 20... , troviamo

20 _ klfbîl+klfbll+"+kflfbnl

r‘ +kllblf+kfilblf+"+kfilbnf'

Ora, se nella (125) si muti q in 1', e, dando a p i valori succes

sivi 1 , 2,.., n , le quantità k", k" ,.., k" si moltiplichino

ordinatamente per b", b,,,.., b,,,, addiziouando iprodotti, e te

nendo presente che a,,=a,r , risulterà

krrbrs+knr bas+"+knr bn|

:ku bir + ka: bar + ' ' + kns bnr ’

e quindi pe' coefficienti della trasformata si ha la formola

cf|=klf bxl+kaf bal+"+knr bili ’

che conserva lo stesso valore quando vi si muta 1° in s , e nella

quale i valori di li" , k,,. ,.., k,,,. sono determinati dalla (15).

13. Se icoeffìcienti della sostituzione fossero assoggettati a

verificare la relazione

crl:kzrbu+karbn+ ° °+knr bsn=0

per tutti i sistemi di valori disuguali di 1‘ ed s , risultanti dalle
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combinazioni binarie de’ numeri 1 , 2,.., n , in tal caso i rettan
goli delle variabili , vale a dire i loro prodotti a due a due , spa--v

rirebbero tutti dalla trasformata , la quale più non conterrebbe

che i loro quadrati ; ed allora ponendo

“r=crr=kzrbxr+karbar+"+knr bar ’

la trasformata si ridurrebbe a E a,y:, ossia ad

r

axy:+aay:+as y:+..+flny: '

[coefficienti a,. a,,.., e, possono essere, a seconda de’ casi,

quantità positive e negative; ma per brevità suol dirsi che la

forma primitiva è ridotta ad una somma di quadrati.

Può intanto osservarsi che la particolare trasformata , che qui

abbiamo considerato , è propriamente la forma canonica della

forma quadratica , dovendo tenersi presente che le nuove varia

bili y, , y,,.., y, sono, in virtù della sostituzione, funzioni omo

genee lineari delle variabili primitive.

È del resto evidente che una forma quadratica può in modi

infiniti ridursi alla sua forma canonica , perché il numero delle

condizioni cui debbono soddisfare gli n' coefficienti della sosti

tuzione per la scomparsa de' rettangoli delle variabili, i quali

sono n-_(n2_l) , è minore del numero de‘ coefficienti.

14. È a notarsi in particolare che la detta trasformazione può

essere operata mediante una determinata sostituzione ortogona

le ; perché in questo caso i coefficienti della sostituzi0ne debbo

no soddisfare non solo alle condizioni per la scomparsa de‘ ret

 
tangoli, che sono "(n2_1) , ma anche a quelle che caratterizzano

la sostituzione ortogonale (S.VII, n° 4, l), e che sonow .

Laonde, siccome la somma di questi due numeri equivale ad n“,

ne segue che nella ipotesi attuale i coefficienti della sostituzione

sono completamente determinati; ma resta ora a definire le

espressioni di questi coefficienti e di quelli della trasformata.

A tal' effetto supporremo che la forma ti sia trasformata me
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diante la sostituzione (14) riguardata come ortogonale; ed al

lora tornando dalla nuova alla forma primitiva (S.VII, n° 4, VIII)

col mezzo della sostituzione

yr:bzr xx + barxe+ ‘ ‘+bnr wn ’

avremo identicamente

E,aflxfo=2af(blfxl+bìrxfl+‘ '+bnrxn)zz

fI"

da che risulta

arl=ax bflbll+uflbflbll+"+aflbfflblfl ‘

Se ora in questa relazione si diano ad s i valori successivi

1, 2,.., n, e le identità.che si ottengono, si moltiplichino ordi

natamente per b", b,,,.., b,,,, si vedrà subito che la somma dei

prodotti si riduce (S. VII, n° 4, IV) ad

arxbu+arabu+fl+arnbnrza|brs ' (16)

Questa formula, facendovi r=l , 2 ,.., n, porge un sistema di n

relazioni, da cui si possono eliminare le quantità b,, , b,, ,.., b,,,

(S. I, n“ 7); ed in tal guisa si ha l’ equazione

all_al ara ' al"

a“ aaz_ ’ “2"

=0, (17)

ani. "ma ' “rin-“s

che determina il valore di a,; ma quindi è chiaro che, se pongasi

ali-Z ari ' al"

a a,,-z . a",

’<‘>=Î‘ . .. ’

le n radici dell’equazione f (z)=0 saranno i valori de‘coeliieienti

della trasformata, vale a dire delle quantità al , a, ,.., «n.
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Inoltre, siccome il primo membro della (17) è il determi

nante del sistema lineare (16), dal quale sono state eliminate le

b,, , b,,,.., 11,", ne segue che queste quantità sono proporzionali

alle radici quadrate de‘ complementi de‘ principali elementi (pag.

79, e 120); e perciò chiamando M,., il complemento dell‘ele

mento principale a,,.-«,, si avrà la proporzione

b,,= b2,:..: b,,,:\/Ì,= VÎI,,=..= Vin";

e quindi, essendo per la natura della sostituzione ortogonale

b:,r + bî.r + “J+ ‘ ' +b:.r= 1 ’

se si ponga M,, + M,,+ . . + M,,=P, , i coellìcienti della so

stituzione saranno determinati dalla formola Ii,,VÎ,= .

15. Le radici dell’equazione f(z)=0 sono tutte reali, e tra le

varie dimostrazioni sembra semplicissima la seguente dovuta a

Sylvester. Osserviamo dapprima che, per trasformare l‘equazio

ne [(z) = 0 in un’ altra ? (0:0, le cui radici siano i quadrati

di quelle della'prima, converrà porre t=z‘ , e la trasformata si

otterrà eliminando 2 tra le equazioni f (z)=0 , t:=z“; ma questa

eliminazione può subito farsi moltiplicando la funzione f (z) per

la funzione f(-z), perché il prodotto non può contenere potenze

impari di 2:; e quindi basterà mutarvi z in t per ottenere la

trasformata che si cerca. Ciò posto essendo

al I +: al 2 ‘ al"

a2! ali ' al”

f(_Z): ,

a". 1 un a " “un+ :

se si dinota con C il quadrato del determinante A, e si supponga

I cl: cn ' cm

(I: €21 ci! ' c!"

ci" cl! ' cl”

si riconosce agevolmente che il prodotto f (z) >< f (-z) è ciò, che

'lìl
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diviene il determinante C, sottraendo z‘ da ciascuno de' suoi ele

menti principali; e quindi mutando z“ in i si ha l‘equazione

cxr_t cx: ‘ ’ cxn

? (O : Ca 1 cl a_t ‘ ca» =0,

cri: cna cnn_t

le cui radici sono i quadrati di quelle dell'equazione f(z)=0 .

Intanto, chiamando S, la somma di tutti i principali minori di

grado 1‘ di C , l’equazione 9 (0:0 si sviluppa (pag. 58) in

<-0"+S,(-l)""‘+S.(-l)"“+fi. (-0""+-- +S..=fl:

ma siccome Sr è una quantità essenzialmente positiva (pag. 50,

n° 69),risulta che questa equazione hai segni alternati, e quindi

non può avere radici negative.

Segue immediatamente da ciò che l’equazione f (z) = 0 non

può avere una radice della forma z=q\/:1 , poiché l’ equazione

9) (t)=0 dovrebbe averne una della forma t=-q’; il che è as

surdo. Se poi l’equazione f(z)=0 avesse una radice della forma

z=p+q V:1, ponendo z=p+z’, la trasformata in z' ,

(an_P)_zl a: l ‘ a: n

“a l (a2 a"p>_z, ‘ un il _0

_ i

un x una ‘ (“n n” - )"zl

ammetterebbe una radice z’ della forma qV:1 , il che è im

possibile, E quindi risulta, come voleva dimostrarsi, che l’equa

zione f (z)::0 non può avere che radici reali.

16. La riduzione della forma quadratica u alla forma canonica

a,yî+«tyî+u.yî+fl+aflyt (18)

può ancora essere effettuata a condizione, che le nuove variabili

y, , y, ,.., y,, siano funzioni omogenee e lineari delle variabili
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primitive x, , 1‘, ,.. , x,, , della seguente forma particolare:

xx+a; xz+a; xl+ " +a;I-lxfl-l + “in In : y: 1

II II Il

x,+a, x, -+- --+a,,_,cv,,_, + 0,, 01,, = y, ,

III "I __

w,+'-+on_,wn_, + a,, m,, _._ y, ,

(19)

xn-x + a’(nn_l)xn : yn-i ’

xn:yu °/.

E la possibilità della trasformazione risulta immediatamente da

ciò che il numero de' coefficienti della forma primitiva e uguale

al numero delle costanti, che entrano nella (18) e nel sistema li

neare (19), le quali sono in tutto

Ora quello,che più di tutto interessa nella presente trasforma

zione, si è la determinazione delle n costanti e, , a, ,.., a,,; ed a

ciò si perviene di una maniera semplicissima. Egli è chiaro che

la forma primitiva può riguardarsi come quella in cui si trasfor

ma la (18), mediante la sostituzione lineare (19);ed allora,essen

do A il discriminante della primitiva, se dinotiamo con B quello

della (18), e con D il determinante della sostituzione, sarà (n° 8)

A=BD’; ma è B=ax a,..a,, , D=1, cosi risulta Arsa, «, .. a".

Resta cosi determinato il prodotto delle costanti 1,, .a,,.., a"; ma

lo stesso principio può subito condurre al valore di ciascuna.

Si osservi che la (18) pe’valori (19) è identicamente uguale

alla forma primitiva, della quale or giova tener presente l'espres

sione (13); e la identità tra le due espressioni non cessa di sus

sistere annullando nell‘ una e nell‘ altra le stesse variabili, qua

lunque esse siano; e però, annullandovi le m,+, , mm...” 02., sarà

(axx x, + un .’c, + . . + a,,.) x, al(af,+a’,w,+ - - +a;wr)’

+ (a,, 00, + aM x, + . . + a") x, + a, (x, + -- +a’,fa:,.)’

+(arxxx+arzxa+n+arr)xrj +arm:’

Intanto, siccome il primo membro di questa identità è la forma
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quadratico ad 1‘ variabili w, , or, ,.., w, , cui si riduce la primi

tiva con porvi uguali a zero tutte le altre variabili, se pongasi

a aal! n '

ail ai! ' “27'

II'

.x\r:

a1'l ara ' arr

avremo a, a, .. a,=A, , e sarà di seguito e, a, .. a,_l :A,._, . Da

ciò la formola 01,: A'
 , la quale, dando ad r i valori succes

r-x

sivi 1, 2 ,.., n, porge i valori di tutte le costanti; e cosi risulta

   

  

u: yî+ y2+-Ì_:yî +..+ Àîlyî,. (20)

dove_A,,=l, come segue dalla identità di poc‘ anzi; ed inoltre

A,=a,, , A,= an am , A,: a,, am a" , etc.;

“il a” a“ “I: al!

a" a,, a,,

17. Per ciò che riguarda i coefficienti del sistema (19) ci limi

tiamo ad aggiungere che, se si dinota con o, ciò, che diviene il

determinante A,., quando agli elementi dell' ultima verticale si

sostituiscono le metà delle derivate di u , prese ordinatamente

rispetto ad es, , m,,.., m,, vale a dire, se pongasi

al: ara ‘ aa,'r_x “x
ml»ts|»

vr: ai! alti ' a
2,7'-l “B

a" ara ' ar.r-; î’“r

si avrà in generale Ar y,=v,. (*); ma bisogna osservare che,

quantunque o, apparisca come funzione di tutte le» variabili

x, , x,,..,x,, , pure essa lo è delle solo x,, x,+, ,.., x . In fatti,

(‘) Ci dispensiamo per brevità dal dimostrare questa relazione, che facil

mente deriva dalle cose precedenti; ma può al bisogno riscontrarsi una me

moria di tacchi nel tom. Llll di Crelle, pag. 265.
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sottraendo dall’ultima verticale tutte le altre moltiplicate, a ca

minciar dalla prima, per x" x,,.., x,_,, in virtù delle (10) si avrà

a" un ' ax,r-i arrxr + ax,r+x xr+x + ' ’ + ara x»

0 ai! “un ' an,f-x agr‘rr + aa.'r+x xr+x+ ‘ ‘ + ann 37»

r_

arx ara ' ar,r-x arrxr + ar.r+x xr+x + ‘ ‘ + “ma mn

In conseguenza l‘ espressione di o, è della forma

vr:hrr 371‘ '+’ hr,r+x “r+1 + hr.r+a xr+a + ' ' + km In ;

dove h,, ,h,',+, ,..,hm sono i successivi determinanti delle matrice

al: a" ' a" ax.r+x" al»

un an ‘ al? afl,r+x ' a!» ,

a

a" “fa ' arr ar,r+z ' ara

di talchè si ha in generale

all ali ' al,f"l al.

h al! “la ’ al,f-l a“

Tl_‘
, (s=r,r+l ,..,n) ,

“H un ' ar.r-x ara

ed h,,=A, . Avremo adunque h"y,-_-v,, e dando ad 1‘ i valori

successivi 1 , 2 ,.., n , otterremo il sistema lineare

hm yl:hXle+hlnxl+"+hrl ma ’

hl: un: hanxn+’°+hanxn’hnn y» : hnn xn v

equivalente al (19), ma con coetficienti pienamente determinati.

La forma (18), essendo A" y,.=vr , Ao=1 , può cangiarsi in

o' v' v‘ v‘
U: _' ___”._ _’_. .. __"_ - 22

A. + A.A. + M, "' + A“..A.’ ( )

ed i valori di v,, v, ,.., o, saranno i secondi membri delle (21).
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18. Intorno alla riduzione di una forma quadratica a forma ca

nonica è necessario di osservare che la supposizione,che la forma

data sia una funzione di n variabili indipendenti, esige che il suo

Hessiano o discriminante (n° 8) sia diverso da zero; senza di che

questa forma sarebbe in realtà una funzione di meno di n varia

bili (pag. 227); il che è contro l’ipotesi. E di fatti le trasforma

zioni precedenti sarebbero impossibili ove fusse A=0.

19. Ma le innumerevoli forme canoniche di una stessa forma

quadratica sono dotate della proprietà rilevantissima, che forma

il soggetto del seguente teorema:

Data una forma quadratico a coefficienti reali, se mediante una

sostituzione lineare ed a coefficienti reali si trasforma in un’ altra,

che contenga solo i quadrati delle nuove variabili, sarà costante nel

la trasformata il numero de’ quadrati affetti da coefficienti positivi,

e quindi anche quello de’ quadrati affetti da coefficienti negativi.

Per dimostrare questa proprietà, denominata dal Sylvester

legge d' inerzia delle forme quadratiche, supponiamo che la for

ma u sia ridotta alle due forme

«.yî+a.yZ+--+anyt , fi.vî+fi.vî+--+nvt.

mediante due diverse sostituzioni lineari e reali; ed osserviamo

in primo luogo che , in virtù di queste sostituzioni tanto le yl ,

y,,.., y,,, quanto le 0,, v,,.., v,, sono funzioni omogenee lineari

delle variabili primitive x, , w,,.., x,,; e si le une che le altre

sono tra di loro indipendenti. Laonde,se si considera un numero

di queste funzioni che sia minore di n, è sempre lecito di sup

porre che tali funzioni siano annullate da un conveniente sistema

di valori delle variabili, senza che alcun’ altra funzione rimanga

da questo sistema annullata.

Ciò premesso supponiamo, per fissar le idee , che nella prima

delle due trasformate vi siano i termini negativi; ed ammettiamo

che nella seconda ve ne sia un numero maggiore i+k. Allora ,

dovendo le due forme essere identicamente eguali, se mediante

un sistema conveniente di valori delle variabili w,, x,,.., x,,, im

maginiamo che si facciano ad un tempo sparir dalla prima tutti i

termini negativi, e dalla seconda tutti i positivi, il che è sempre

possibile, perché il numero totale di questi termini è minore di n,



247

saremmo condotti ad un'eguaglianza tra una quantità positiva

ed una quantità negativa , vale a dire ad un assurdo. Dunque la

identità delle due forme può sussistere solo se abbiano uno stes

so numero di termini positivi , ed uno stesso numero di termini

negativi , come si è proposto a dimostrare.

20. Risulta da questo teorema che, qualunque sia la sostituzio

ne lineare e reale, che riduca la forma u alla forma (18) , la ri

dotta avrà tanti termini positivi e tanti negativi, quanti sono ri

spettivamente i termini positivi e negativi della forma (20) o

della (22); e perciò , quante sono rispettivamente le permanenze

e le variazioni di segni nella serie 1 , A, , A,, .- , A,, , i cui ter

mini, eccetto 1’ unità , sono i successivi principali minori deter

minanti del discriminante della forma primitiva.

21. La determinazione del numero delle radici reali di un’equa

zione algebrica di grado n, comprese tra due limiti qualunque,è

una delle più belle applicazioni della legge d‘inerzia delle forme

quadratiche; ed il metodo generale per siffatta ricerca si è quello

di considerare una conveniente forma ad n variabili, che sia pure

una funzione simmetrica di tutte le radici; e quindi esaminare

qual sia ne'segni de’termini di una sua forma canonica l’influen

za caratteristica delle radici reali e delle immaginarie.

Sia f(z)=0 un‘equazione di grado n. , e siano z, , z,,.., a, le

sue radici. Se si tratta di determinare il numero totale delle ra

dici reali basterà considerare la forma quadratica

2(x, + z,-a:, + z3w,+ -- +z;.‘-' w,)’, (23)

i

l‘indice i dovendo prendere tutti i valori 1 , 2,.., n; e che, se si

ponga per compendio

Z.=w.+=rw.+zt w.+ --+z’.-'“w... (24)

si sviluppa nella forma '

ZÎ+ZÌ+ZZ+H+Z;.

dove ad ogni radice reale corrisponde un quadrato positivo di una

funzione omogenea e lineare delle n variabili x, , x, ,.., x, . Non

può dirsi altrettanto di una radice immaginaria; ma se si consi



248

derano due radici immaginarie conjugato come z, e z,, le espres

sioni di Zx e Z, saranno della forma o+y VII e c-y V --1,

dove a e y dinotano finzioni omogenee lineari e reali delle n

variabili, e sarà quindi Z2+Z;=2v'-2y‘. Cosi ogni coppia

di radici immaginarie conjugate dà luogo a due quadrati, una

positivo l'altro negativo, di funzioni omogenee lineari e reali delle

variabili x, , x, ,.., ra,, ; e da ciò risulta che l’equazione f(z)=0

avrà ta’nte coppie di radici immaginarie, quanti sono i quadrati

negativi in qualsivoglia forma canonica della forma (23); e però

quante sono le variazioni di segni nella serie costituita dall'unità

e dai successivi principali minori determinanti del discriminante

della forma istessa (n° prec.).

D‘altra parte, se dinotiamo con s,- la somma delle potenze iW

delle radici dell’equazione data f (z) z: 0, si vedrà subito dalla (23)

che i termini se} ed x,- a:,, hanno rispettivamente per coefficienti

s,,-_, e 2s,-,,,_, ; quindi la forma può scriversi (pag. 236, n° 9)

(so wx+sxma+° '+sn-l x“) Il

+(s. w.+s.w.+-.+u wn)w.

+ (su-r xx + snxa + ’ ’ +szn-a xl!) mi! ’

ed il suo discriminante sarà perciò il determinante

SII-135 ' san-n

Essendo adunque so una quantità positiva ne segue che il numero

delle coppie delle radici immaginarie della data equazione f(z)=0

è uguale al numero delle variazioni di segni nella serie de’ prin

cipali minori determinanti

  
so , so s, , so sx s, , . . , s0 s, s,,_l

sl s,I ’ sl s, s3 s1 s, s,,

s2 s, s,
 

sn-x su ' san-z

com‘ era già noto per altra via (pag. 195).
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22. Per definire il numero delle radici reali comprese tra due

limiti assegnati possiamo considerare la forma più generale

Z(z-z,-)(x, + z,- a:, + z2x, + -- +z?".z,, )“ , (25)

la quale in virtù della (24) si sviluppa in

(z_zx) (z_za) Z: + ' ' + (z_zn) Z: ’

e dove ad ogni radice reale z,. corrisponde un termine reale

(z-z,) 2;, vale a dire un quadrato di una funzione omogenea e

lineare delle n variabili x, , w, ,..,x,, , il quale è positivo o nega

tivo, secondochè si attribuisce a z un valore maggiore o minore

della radice z,. Considerando poi due radici immaginarie conju

gate, come z, e z, , potremo supporre

z-zi=p+qt/Îl , Z.=v+yVÎ-Î,

z-z,=p-q\/:Î , Z,=v-y\/:Î,

e sarà di seguito

(z-z,)fl+(z-z,)lfi=

2? («f-y“) -’*M= -Î,- ((zw -qy )‘- (12‘ + 4') y“ )=V’-Y’.

dove 12, y, V , Y dinotano funzioni omogenee lineari e reali

delle variabili; e perciò, qualunque sia z , ad ogni coppia di ra

dici immaginarie corrisponderanno due quadrati, una positiva,

l’altro negativo. Adunque, se si supponga attribuito a z un valore

qualunque a , e si supponga inoltre che la data equazione abbia 1‘

coppie di radici immaginarie, i radici reali minori di a, e 1: mag

giori, ogni forma canonica della (25) dovrà contenere:

1.0 r quadrati positivi ed 1‘ quadrati negativi, provvenienti

dalle 1‘ coppie di radici immaginarie;

2.° i quadrati positivi, nascenti dalle radici reali minori di a;

3.° k quadrati negativi, nascentidalle radici reali maggiori di a.

E però la detta forma canonica conterrà in tutto r+i quadrati

positivi, ed r+1: quadrati negativi.

Si osservi intanto che nello sviluppo della forma (25) rispetto

ad x,,x,,..,w,,, il quadrato m? ed il prodotto x,-a:,, hanno rispetti

3:;
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vamente per coellicienti s,,,-_,,z-sfi_x e 2(s,-+k_, z-s‘+k_,), e

ne segue, che il suo discriminante è il determinante

so z --sI sl z-s. . s,,_,z -s,,

sl s -s. sflz-s, . s,, z --s,,+x

sn-x z_sn Sraz-“9+: ‘ san-a z_snn-x

D‘altra parte e manifesto che in questo determinante il principale

minore di grado r, costituito nelle prime r orizzontali, si trasfor

ma nel determinante di grado r+1 ,

u.

1|

sr sr+x ' sar-x 1'

e da ciò risulta (n° 20) che ogni forma canonica della (25) avrà

tanti quadrati positivi e negativi quante sono rispettivamente le

permanenze e le variazioni di segni nella serie

  

1, sol , sos,1 ,.., sos, .s,,_, 1

s, z s2 s,z s,s, . s,, z (26)

,
.

s,s,z . . . . .

0

5» sn+x ' san-n z

Riassumendo, siamo condotti al teorema seguente :

Data l’equazione di grado n, f(z)=0, ed un valore reale a di z,

il numero delle radici reali minori di a, e quello delle radici mag

giori di a, l'uno e l’altro aumentato del numero delle coppie di ra

dici immaginarie, sono rispettivamente uguali al numero delle per

manenza ed al numero delle variazioni di segni nella serie (26) (‘).

Quindi se nella serie (26) si sostituiscano successivamente a

1 due numeri disuguali a e {i , la differenza tra i numeri delle

corrispondenti variazioni sarà uguale al numero delle radici reali

dell' equazione f(z)=0 , comprese tra e: e e.

H V. una memoria del Brioschi pubblicata nel tom. XV. des nouvelles

annales de math. pag. 275. .S‘u-r (es serie: qui donnent le nombre de ra

cines réelles etc. '
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5 x.

ALCUNE APPLICAZIONI ALLA GEOMETRIA ANALITICA.

1. Equazione della retta che passaper duepunti (xx, y,), (x,, y,).

Supponendo che l'equazione della retta sia

cm+ by + 0= 0 ,

dovranno essere soddisfatte le due condizioni

a;c,+by,+a=0 , ax,+by,+c=0 ,

e quindi, eliminando da queste tre equazioni le costanti a, b, c,

l'equazione della retta che passa pe’due punti dati sarà

cvyl

x,y,1 20.

16.9.1

Questa stessa equazione esprime adunque la: condizione perché

tre punti (a; , y) (x,, y,), (22,, y.) , siano situati in linea retta.

2. Lunghezza della perpendicolare condotta da un punto (w , y),

alla congiungente di due punti (x,, y,) , (x,, y,). L’equazione della

congiungente de' due punti , che è quella del n° 1 , chiamando

X, Y, Z i complementi algebrici degli elementi della prima oriz

zontale del determinante, prende la forma ‘

Xw+Yy+Z=M

ed allora, dinotata con p la perpendicolare condottale dal punto

(2:, y) si avrà, com’è noto ,

Xw+Yy+Z

p=_-____- sen xy .

VXÎ+Y‘-2XYcos xy

Ora essendo X=yl-y,, Y=-(x,-x,), è manifesto che il de

nominatore del fratto equivale alla distanza de'due punti (1,, y,),

(x, , y,), che indicheremo con d; e , siccome il numeratore equi
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vale al determinante superiore , cosi risulta in valore assoluto

 

.z: y 1

senxy

p: ml 311 1 d

50.11. 1

3. Superficie del triangolo determinato da tre punti (x, y) ,

(1., y.) . (w., il.)

Sia T la superficie del triangolo, d la lunghezza di un lato, e p

la perpendicolare condottagli dal vertice opposto; sarà 2 T==pd;

e quindi per la formula precedente sarà, in valore assoluto,

a: y 1

2T= x, y, 1 sehxy .

w. il. 1

4. Superficie del triangolo determinato da tre rette ,

ax+by+c =0, (a)

a,.z + b,y + e,= 0 , (a,)

a,x+ b,y + e,= 0 . (a,)

Siano (x', y) , (w, , y,) , (x,, y,) i vertici del triangolo rispetti

vamente opposti ai lati (a) , (a,) , (a,) ; e si osservi che, se nella

equazione del lato (a) s’ intendano per te ed y le coordinate del

vertice opposto, la quantità ax + by+c sarà necessariamente di

versa da zero ; e per la stessa ragione saranno ancora diverse da

zero le altre due quantità a,x, + b,a:, + cI , a,x, + b, (e, + e, .

In conseguenza , se queste tre quantitàsi dinotano rispettiva

mente con k, kI , k, , si avranno i tre sistemi di equazione

ax+by+c::k ax,+by,+e =0 aw,j+by,'+e =0

un‘” + bxy + 61:0 ’ alxl+blyl+cl=kl ’ alxfl+blyfl+01:0 ;

un“+ bzl/+02:0 anxx+bzyl+cizo aawa+bays+ca=ka

ed il determinante di 3° grado formato co'primi membri sarà u

guale al determinante di 3° grado formato co'secondi; ma que
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st’ultimo determinante equivale a k k, k, , ed il primo si trasfor

ma nel prodotto dc’due determinanti

a b c a: y 1

al ba cl ’ ml un 1 9

ai bi ci ml ’12 1

adunque , chiamando A il primo, e T la superficie del triangolo,

avremo

2 AT=k kl k, sen xy .

Eliminando ora da ciascuno de'precedenti tre sistemi di equazio

ni le coordinate de’ vertici, si ottengono le tre relazioni

a b c-k a b c a b c

ax bl 6: :0 ’ a: b: cl_kl =0 I al b: 6: :0 ’

a, b, cI a, b. c, a, b, c.-k,

0

le quali, chiamando C , (1,, C2 i complementi algebrici degli ele

menti dell’ultima verticale di A , porgono rispettivamente

kC=A , k,C,‘=A , k,C,=A;

ed in virtù di questi valori si ha in fine, in valore assoluto,

__A'__

C C,Cl

5. Condizione perché tra rette s'incontrino in un punto. Consi

derando le stesse tre rette del numero precedente è chiaro che la

condizione, di cui si tratta, è la risultante delle loro equazioni

2'1‘: sen a:y .

a b e

A: a‘ b, 01 =0 ,

a. b, 0.

dappoichè le dette equazioni debbono essere verificate da'medesi

mi valori per a: ed y. L’ultima espressione di T riproduce la me

desima conchiusione; ma essa fa pur vedere che l'incontro effet
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tivo delle rette esige che non sia nulla alcuna delle quantità

a b

a. b,

al b: a b

al bi.

C:
’ x_" ,

      

a: bar

e di fatti, se una di queste quantità è nulla , due delle tre rette

sarebbero parallele.

6. Equazione del piano che passa per tre punti P, , P, , P,.

Indicando, in generale, con a:, , yr , z, le coordinate del punto

P, , l'equazione di cui trattasi sarà

x y z 1

m,y,z,l

w.y.z.l

w,y,z,l

=0,

essendo verificata dalle coordinate di ciascuno de‘ tre punti.

La stessa equazione esprimerebbe la: condizione perché siano

situati in un piano i quattro punti P, P, , P, , P,.

7. Condizione perché quattro piani Il , (1,, Il, , n, s'incontrino

in un punto.

Supponendo, in generale, che l' equazione del piano nr sia

a,.x+ b,y + c,z + d,.=0 ,

la condizione, che si cerca sarà

a b e d

a,blc,d, _

a,b,c,da _

a,b,c,d,

8. Volume del tetraedro determinato da quattro punti.

I. Coordinate ortogonali. Sia T la superficie della faccia trian

golare determinata da’ tre punti P, , P,, P,; p la perpendicolare

menatale dal vertice opposto P; e V il volume del tetraedro; sarà

3V=pT . Supposto intanto che il piano del triangolo T abbia

per equazione ,

ax+by+cz+l=0 ,
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essendo dinotate con x, y , z le coordinate del punto P , sarà

a:c+by+cz 1

p=-T_T-T s

Va +b +c

ed i valori di a , b, e saranno determinati dalle equazioni

ax,+by,+cz,+l=0, am,+by,+cz,+ 1:0, ax,+by,+cz,+l=tl,

le quali, chiamando Q il loro determinante, porgono

 

yxzx1 wxle 3:1sz

Qa=_ ya 7': 1 1 ma Z: 1 ’ Qc=_ xi y: 1 ;

ylzll xl z31 mayal

 

ma,siccome questi tre determinanti esprimono, in valore assolu

to, i doppii delle projezioni del triangolo T su' piani coordinati,

avremo per un noto teorema

Qi(al+bl+cl)=ìvrl; ‘

e sarà di seguito,

Q V a“+b’+c“ =2T .

Il risultamento della sostituzione de’ valori di a, b, e nel nume

ratore della espressione di p può aversi indipendentemente dalla

risoluzione delle equazioni (pag. 121) ; e si ha per tal modo

a: y z 1

x,ylz,1

w.y.Z.l

xlyflzll

Q(ax+by+cz+l)=

Dividendo questa espressione per la precedente si ottiene il valo

re di p in funzione delle coordinate de’ quattro vertici; e però,

essendo 3V:pT, risulta in fine

.z: y z 1

x. a. Z. 1

xl y} z. 1

w. a. Z. 1

(W: (1)

Il. Coordinate obblique. Rapportiamo lo stesso tetraedro a
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tre nuovi assi OX , OY , 0Z , comunque condotti per l‘origine 0

delle coordinate primitive x, y , z , e pongasi

i = ang. XV «=cosxX a,=cos yX \ a,=cos zX

p:ang.XZ , 5=cost , p,=cos yY; , ,8,-_-cos zYZ .

v = ang. YZ 1=cos .zZ 7,:cos yZ 7,:cos zZ

Avremo in siffatta guisa il sistema di relazioni

“fi+arier+anlan:c05) aa+a,a,+aîa.=l\l

a7+a171 +“l'ln=cosf‘ ’ pp+plpl+lîlpn=1 v (2)

p7+fi,7,+fi,r,=cos\t 77+7,7‘+727.=1

e le coordinate primitive x, y, z saranno espresse in funzione

delle nuove coordinate X , Y , Z per mezzo delle formale

’ y=axx+pr+7rZ ’ z=zflx+ielY+7lz ’

le quali cangiano l’ equazione (1) in

XYZÌ 1670

XYZ1 ..va
6: l l l Il]

v X,Y.Z,1 a,fi.7,0

X,Y,Z,l 0001

Chiamando M il secondo fattore , ed elevandolo a quadrato per

verticali, in virtù delle (2) risulta

a p 7 ‘ 1 così cos {1.

M“: a, p, 7, I casi 1 cos»

ora e, 7, cos _u. cos v 1

: 1-eos‘l-cos“p-cos'v+2cos z cos pcos v ;

e sarà quindi in valore assoluto

a4 N- Y

IYI

Y

v

6V= M .

I-Ìt-Ìl-ÌH

>4>4M

I

N_NN
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E chiaro che la quantità dinotata con M, in valore assoluto, e

quivale all’unità quando gli assi sono ortogonali; dappoichè in tal

caso, essendo cos 1:0 , COS|u=0 , cos;=0 , si ha

100

M'=010=1,

001

e sarà in conseguenza M=;t 1.

9. Volume del telraedro determinato da quattro piani.

Questa ricerca può essere condotta con un metodo esattamente

identico a quello tenuto pel caso analogo del triangolo nel n” 4.

Siano P, P,, P,, P, i vertici rispettivamente opposti alle fac

ce n , n, , 11,, n, , e ritenute le precedenti notazioni per le coor

dinate del punto P, e del piano Il, , s’indichi con kr il valore della

quantità ara:f +br r+ c,z,. +d, , la quale è diversa da zero, per

ché il punto (40,, y, , z,) è per ipotesi fuori del piano Ilr . Dopo

ciò, siccome in ciascuno de’quattro vertici s’incontrano tre facce

del tetraedro, avremo i seguenti quattro sistemi di relazioni

ax + by +cz +d=k , am, -l-byl +cz.l +d=0, etc. etc.

a,x + b,y + c,z + d,=0 , a,.r, + b; , + c,z, + d,=k,, etc. etc.

a,z + b,y + c,: + 11,20 , (1,1, + b,y, + m, + d,=0, etc. etc.

a,x+ b,y+c,z+d,=0 , a,x, -t-b,y,-f-c,zx +d,=0, etc. etc.

Ora, chiamando a il determinante di ciascuno de’quattro siste

mi, e V il volume del tetraedro, abbiamo

'11 b c (1 x y z 1

A__)a,,b,c,dl (W x,yxz,1

glazbaczda Î= mayazll ’

a,b,c,d, w,y,z, 1

e siccome il prodotto di questi due determinanti equivale al de

terminante di 4° grado formato co’ primi membri de’quattro si

stemi , cosi, osservando che il determinante formato co' loro

2“
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secondi membri equivale al prodotto k k,k,k, , ne conchiuderemo

-(WÎA=kklk,k,.

Inoltre, eliminando da'quattro sistemi di equazioni le coordinate

de'vertici del tetracdro, per la solita notazione de‘complementi

algebrici del determinante A , avremo

Dk=A , D,lt.=A , D.Ji,=A , D,k,=A;

' e quindi, in virtù dell‘ultima relazione, risulta in fine

A!

= _-_- M .6v DD,D, D,

10. Superficie del triangolo in funzione delle lunghezze de'lati.

Chiamando T la superficie del triangolo P Px P, possiamo sup

porre in valore assoluto

1 41: y

2 T: 1 92', y, ;

1 w, il.

e quindi potremo scrivere in due diverse forme (pag. 24, n.° 43)

11000 0100

0131;; 10:1:y
2 : 2:T 01x,y, ’ T lOa:,yl

01w,y, , 10:11:,y,I

Moltiplicando tra loro questi due determinanti avremo

0 1 1 1

1 “+1”; ww.+yy, ww.+um

1 ww,+ yy. wm+ y,y. w,w,+ una

1 ww.+ su. w.<v.+w. w.w.+ u.u.

4T’=-
’

ed attualmente,se si cambiano i segni alle ultime tre orizzontali

e quindi alla prima verticale , ed inoltre se si moltiplicano le ul

time tre orizzontali per 2, e quindi la prima verticale si divida
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per 2, con ciò avremo solo moltiplicato per 4 il determinante;

ed in conseguenza sarà

0 1 1 1

1 -2(mx+yy) -2(xz,+yy,) -2(me,+yy,)

1 -2(M.+yy.) -2(w.fla+y.y.) -2(«’v.fv.+y.y.)

1 -2(ww.+yy.) -2(x.fv.+y.y.) -2(w.iv.+y.y.)

4'T’:-

0ra questo determinante non cambia di valore, se alle tre ultime

orizzontali si aggiunga la prima successivamente moltiplicata

pe’ binomii a“ + y“, x2 + y‘î , w: + y: , e similmente alle tre uf

time verticali si aggiunga la prima moltiplicata pe‘medesimi bi

nomii. Per siffatta trasformazione si annullano tutti gli elementi

principali del determinante, e si avrà

4"I"=

0 1 1 1

_ 1 0 (216 -w.)”+(y -y.)” (2 -w.>i+ty -y.)“

1 (x_‘l’cl)."l_(y_yx)l 0 (xx_xa)finlm(yz_ya)2

1 (x_xs)a+(y_ya)a (xx-x2).+(yx_ye)z 0

Ponendo adunque PP,= a, PP,=b, P,P,I = c, risulta in fine

0 1 1 1

2 E 1 0 a‘ b“ .

4 T __ 1 a." 0 ea ’

1 b“ e“ 0

di accordo con quanto già fa annunciato a pag. 34 intorno ad un

determinante di questa forma.

11. Volume del telraedro in funzione delle costole.

Si perviene alla espressione di questo volume con un metodo

analogo a quello del n0 precedente. Dinotato con V il volume del

tetraedro P P,P,P, , si può supporre in valore assoluto

1 a: y z

1 ml yl zl

Imma

Imma

6V=
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quindi scrivere questa espressione di (W nelle due diverse forme

10000 01000

01.1cyz 10xyz

6V= 01.zg,y,zI , 6V:- 10x,y,zI ;

01:e,,y,,zn 10x,y,z,,

01x,y,z, 10a:,y,z,

e poscia moltiplicar tra loro i due determinanti; da che risulta

c*v; _ A

o 1 1 / ’ ' 1 1

1, sex +yy +z z, xx, +yy,+zz,, .zee,+yy, +zz,, xx, +yy, +zz,

_- f, xml+yy,+zzx, x,xl+yly,+z,zv m,ac,+y,y,+z,z,, x,ac, +y,y,+zxz, _

1’ xx,+yyi+zzm xrxa+ylyz+zlz2’ xnma+yayn+zszn’ -Tf'v= +y2yl+zazs

1, xm,+yy,+zz,, w,ar,+y,y,+z,z,, oc,ae,+y,y,+z,z,, x,w, +y,y,+z,:,

Ora, come nel caso precedente, cambieremo i segni alle ultime

quattro orizzontali, e poscia alla prima verticale; ed inoltre mol

tiplicheremo le ultime quattro orizzontali per 2, e divideremo la

prima verticale per 2; e con ciò non faremo che moltiplicare il

determinante per _ 2’. In seguito alle ultime quattro orizzontali

aggiungeremo la prima successivamente moltiplicata pe'trinomii

x'+y‘+z‘ , arî+yf+zî , a:2+y2+zî , xfi+yî+zî; e simil

mente alle ultime quattro verticali aggiungeremo la prima succes

sivamente moltiplicata pe’medesimi trinomii,con che non si alte

ra il valore del determinante. Ma frattanto si saranno annullati

tutti gli elementi principali; ed essendo rimasti immutati gli

elementi della prima orizzontale e della prima verticale, gli altri

saranno divenuti uguali ai quadrati delle costole del tetraedro; e

però, dinotate le loro lunghezze con a, b, c, d, e, f, si avrà in fine

01 1 1 1‘

10 a'b’e"

2’6’V’: 1 a‘0 da e'3

tutt‘e f'

lc’e‘f'0
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12. Equazione generale delle linee di 2.° ordine sotto forma di

determinante.

Considerando l'equazione generale di 2° grado nella forma omo

genea

y=ax'+2bary+cy‘+ 2dxz+2eyz+hz'=0 ,

se dinotiamo con A il discriminante della funzione omogenea 9 ,

avremo (pag. 235, no 8)

abd

A=bce;

deh

e quindi, indicando come al solito i complementi algebrici degli

elementi del determinante A , vale a dire con le stesse lettere ma

in carattere majuscolo, si avrà (pag. 236, 11° 10)

0xyz

1:1;ABD

yBCE

zDEH

Dopo ciò è chiaro che l’equazione della conica 9 = 0 non è diver

sa dell'equazione

0 27 il z

x A B D

y B C E

z D E H

Ed inoltre, se si dinotano con e, , 9,, e, le derivate parziali di 7

rispetto ad 02, y , Z , sarà evidente che a questa equazione può

anche darsi la seguente forma (pag. 236, n° 11)

0?:‘i‘a?!

p,“bd

y,b68

p,d0h

=O.
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13. Condizione pel contatto tra la conica 9:0 e la retta rap

presentata dall' equazione

lX+mY+nZ.-.O.

Si sa che la tangente della conica nel punto (17, y , z) ha per

equazione

9,X+Q,Y+=,Z=O;

quindi, se la retta debba toccar la conica nello stesso punto,

le equazioni delle due linee saranno identificabili, e si avrà

9l=l, 9,: m, a, =n. Sostituendo questi valori nell’ ultima

equazione della conica, la condizione pel contatto sarà espressa da

0 l m n

l a b d _

m b c e _

n d c h

14. Equazione della polare reciproca della conica 9(x , y , z) = 0

in rapporto alla conica direttrice de'poli F(x, y, z)=0.

È noto che in riguardo alla conica F=0 , la polare di un pun

to qualunque (x, y, z) esistente nel suo piano, ha per equazione

F,X+F,Y+F,Z=O . '

Ora supponendo che il punto appartenga alla polare reciproca

della conica 9:0, la polare di questo punto sarà tangente della

conica istessa; ed in conseguenza dovrà sussistere la relazione

la quale adunque sarà l'equazione della polare reciproca di 9:0.

15. Formole per la curvatura delle linee piane.

Considerando l‘equazione di una linea piana F(a:, y) =0, se

dinotiamo con Fl ed F, le derivate parziali di F rispetto ad a: ed y,
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con F,, ed F,, quelle di F, , e con Ii‘,,=Fu ed F,, quelle di F,.

riguardata la 9 come funzione di re, le sue derivate del 1° e 2°

ordine, che indicheremo con y' ed y”, saranno determinate dalle

equazioni

Fl+Ffly'=o ’ Fu+2leyl+Fnyn+Fayflzo '

Eliminando y' tra queste due equazioni si ottiene

F:y”:_(F:FIB_2FI Fa F12+F:Fu);

ma, chiamando A il secondo membro, si ha evidentemente

0 F, F,

Fll_2 F! E‘ÌFIÌ+ F:Fll)= F, Fil Fil ’

F. F.. F"

e quindi i valori di y' ed y” saranno determinati dalle fermole

F A
t___l //=___.

”_ F. ’ ” F:

Ciò premesso siano a, p , e p le coordinate del centro ed il rag

gio del cerchio osculatore della curva nel punto (1:, y); e noto

che questi elementi sono determinati dalle formole

, 1+y" y_p__1+y: _ (1+y”)‘î- _

y” s _- ,, , P_- ” 993-:“y 21 y
   

ma i precedenti valori di y’ ed y” le cangiano nelle altre più sim

metriche

x-«=-F,F-‘+_F’-' , y-fi=-F,Elîî"

A A

<F:+F:>’T_

A

Ora queste formale possono rendersi più semplici mediante la
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considerazione delle funzioni omogenee (‘). A tal'efl‘etto rendere

mo omogenea l'equazione F(:e, y)=0 con la introduzione di una

terza variabile z (pag.233, n° 6); e supposto che si abbia l‘equa

zione u(x , y, z) = 0 , sarà u una funzione che diviene identica

ad F per z = 1. Intanto ritenuto per le derivate parziali di a lo

stesso sistema di notazione adottato per la funzione F , se m è il

grado di u , sarà identicamente (pag. 221 , n.0 5)

0 uI u, "a un un un

AI

“x un un =(m_1)fl un un “a: '

“I “Il “Ii “II al! u}!

dove il determinante del 2° membro è l’Hessiano di n, che al so

lito dinoteremo con o. Ponendo z=l, il primo membro di questa

relazione diviene identico a A; e quindi si avrà

 

bene inteso che dopo le derivazioni debba porsi z=1; e le for

male di po_c’anzi si muteranno perciò nelle altre

x _a “z z 9 “2 Q 2

m=-T(“.+“:) , m=_Î(ui+us)i

P _ <u:+u:>_î

(in-1)‘z e

Se si osserva che le funzioni A e o sono rispettivamente di gradi

3m-4 e 3m-6, si vedrà che le ultime formule sono più semplici

delle precedenti.

( ') Le osservabili trasformazioni, che qui vengono sviluppate, sono dovute

all’ illustre Basse. V. due memorie di questo Geometra nel Giornale di Crelle,

l’una nel 1. XXVIII, pag. 103, l’altra nel t. XXXVIII, pag. 242.
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16. Formule per la curvatura delle superficie.

Supposto che una saperficie sia rappresentata dall’ equazione

F ( w , y , z) =0 , porremo per compendio, come si usa ordina

riamente,

dz z d'z d’z d’z

_ _' T _-_ -=l ;'tîî_p ’ W=q’ dx’_ ’da:dy_ ’dy“

ed allora chiamando p, e p,i raggi principali di curvatura nel

punto (x, y, z) si avrà, com‘è noto,

p,p,:u__kgil“l;

Ti-S

ma esprimeremo questo valore di 9,9, per mezzo delle derivate

parziali di F, sostituendo a p , q, r, s, t i loro valori determi

nati dalle cinque equazioni derivate del 1° e del 2° ordine ,

F, + F,p=0 , F, + F,q=0,

F,,+2 F,,p+F,,p‘+F,r=0 ,

F,,+F,,p+F,,q+F,,P’I+F,s=O ,

F,,+2 F,,q+F,,q'+F,L=O .

Ricavando dalle due prime equazioni i valori di p e q , e sosti

tuendoli nelle rimanenti si ottengono le tre formole

F:r:_ (Fu F:_2anFiFs + Fu FÎ) ’

F; S =- (F,,FÌ-F,,F,F,-F,,F,F,+F,,F,F,) ,

F: t:_ (Fan F:_2FasFan + Fsan);

ma ponendo

O
lo

_"1

H

' u

Ù » P

-r:

1m;nm

'-.1H1'1:

a;

"11:1'11

y:'11
'-a
12

si vedrà che i secondi membri di quelle tre formole equivalgono

35
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l

rispettivamente a‘ complementi algebrici di tre elementi del de

terminante A , cioè di Fm , Fn , F". In conseguenza, se a riguar

do di questo determinante conveniamo d’indicare con e" il com

plemento algebrico dell‘ elemento F,, , si avrà

Fîr=gn , F:S=r,z , Fil=rfli

e sarà di seguito

P: P: + F: + Iii)“ .

911 ?za_?m

Si osservi attualmente che il denominatore di questa formola è

un determinante minore principale di 2° grado del reciproco

di A, ed è perciò uguale al complemento del suo omologo nel

primitivo, moltiplicato per lo stesso primitivo (pag. 67, n° 85);

vale a dire si ha ’
    

, ‘Pn ?12 0 Fa ;

'i'n l’un-(Fra: = A:_F9A;

?m S°zz Fa F3:

e quindi il prodotto de’ raggi di curvatura risulta espresso da

(FÌ+F2+FÎ)‘
P: Pa =_ -_A-_- .

Ma, come nel caso precedente, anche questa espressione può

trasformarsi in altra più semplice mediante la considerazione

delle funzioni omogenee. Sia

_ u(w,y,z,t)=0

l’equazione, in cui si cangia l’equazione F(a‘, y, z)::0, resa

omogenea con la introduzione di un’altra variabile t, che riguar

deremo come quarta nella serie delle variabili z, y, z, t, ad og

getto di applicare il solito sistema di notazione alle derivate

parziali della funzione u. Allora, supposto che questa funzione

sia di grado m, avremo identicamente (pag. 221, n“ 5)

 

0 ux u2 u, un um un un

ul un um un l__ i” un un u,,, u“ _

u2 uU u22 u2, I_‘(m_'l)z un un u,, u,4 ’

u3 u,I usa u,, u“ u“ uu u“

 

dove il l'attore determinante del 2° membro è l’Hessiano di a. P0

_7l
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nendo in questa relazione t=1, il primo membro diviene iden

tico a A; e quindi si avrà

1)

(ma-1)aA: ;

a patto che nell’Hessiano o si ponga ugualmente t=1; ed in

conseguenza l’espressione del prodotto de‘raggi principali di cur

vatura verrà tradotta in

. ("Î+“2+“Î)'
e.e.=_(m_i) v

Se si osserva che le due funzioni A e o sono rispettivamente di

gradi 4m-6 e 4(m-2), si riconoscerà che la nuova formola è

più semplice della prima.

17. I punti di una linea piana ne’quali il raggio di curvatura

è infinito sono, in generale, punti (1’ inflessione. Cosi a riguardo

della linea F=0, ovvero u=0, sono punti d’inflessipne quelli pei

_ quali le coordinate hanno tali valori da render nullo il denomi

natore della farmela che esprime il valore di p, e per conseguenza

o A , o o. Ne risulta che i punti d’inflessione della linea, che si

considera, sono quelli ne’quali essa è incentrata dalla linea rap

presentata dall’una e dall’altra equazione

0 FI PI îtlI “[2 "[3

A: F: Fu Fra =0 ’ 0: un una una :0 °

Fa Fra Fu un un un

Siccome la funzione F e di grado in e A è di grado 3m-4, par

rebbe che la linea F=0 potesse avere un numero di punti d’in

flessione espresso da m(3m-4) ; ma nel fatto questo numero è

minore, dappoichè paragonando invece le funzioni u e o, che

sono rispettivamente di gradi m e 3(m-2), risulta che il nu

mero dei punti (1’ inflessione della linea u=0, la quale non è

diversa da F=0 , non è maggiore di 3m(m-2); e si ha così il

bel teorema dovuto a Pliicker, che:

Una linea di grado m ha in generale 3m(m-2) punti d’infles

swne.
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Merita di essere distinto il caso in cui la funzione v fosse iden

ticamente nulla. Allora sarebbe nulla la curvatura in ogni punto

della linea; e siccome questa proprietà non appartiene che alla

retta, dovrebbe conchiudersi che la linea, di cui trattasi, è in so

stanza un sistema di rette. Ma, così è in fatti; dappoichè la fun

zione v e l’Hessiano di u, e l’annullamento identico di v annun

zia che la funzione omogenea u di tre variabili può, mediante

una trasformazione lineare, ridursi ad una funzione omogenea di

due variabili (pag. 225, n0 8); ed allora 1' equazione u=0, an

ziché una linea curva, esprime in realtà un sistema di rette, che

passano per uno stesso punto; e si ha così il teorema dovuto ad

Hesse, che:

Se è nullo l'Hessiano di una funzione omogenea u di grado m a

tre variabili, l'equazione u=0 esprimerà un fascio di m rette. ‘

Analoghe conchiusioni si hanno per le superficie dal conside

rare la seconda delle espressioni date nel numero precedente pel

prodotto de' due raggi principali di curvatura, e si ottengono in

tal guisa i due seguenti teoremi:

Se u dinota una funzione omogenea di grado m a quattro va

riabili, e sia v l’Hessiano di 11, la linea d'inflessione della superficie

u=0 risulterà dalla sua intersezione con la superficie v=0, ch'è di

grado 4m(m-2).

E quando l’Hessiano v è identicamente nullo, l'equazione u=0

esprimerti una superficie conica.

FINE

L1 3?“.

\«“Ù
,T 5‘\ ti},


